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អារម�កថា 

 

 

សួស�ី្រប យិ ម៍ិត�អ�កសិក�ទាំងអស់ជាទី្រសឡាញ់រា 

េសៀវេ� ចំនួនកំុផ�ិច  ស្រមាប់ថា�ក ១២ ែដលអ�កសិក�កំពងុែតកាន់េ�ក��ងៃដេនះខ��ំ បាទ េរៀបេរៀងនិពន�េឡើង 

ទុកជាឯកសារស្រមាប់សិស្សថ ១២្រពមទាំងអ�ក្រសាវ្រជាវ ែដលមានប ណងចង�យល់ដ�ងអំពី្េភទ 

លហំាតចំននួកុផំ��ចឲ្យបានកែតច្បោលាសែថមេទៀត ។  

       េសៀវេ� ចំនួនកំុផ�ិច  ែចកេចញជ៤ជ�ពកូធំៗ ែដលេយើងខ��ំបានេរៀបេរៀងជាជ�ពូកេផ្សងៗគា�ែបបេនះ េដើម្ 

ស្រមួលនិងមានភាពងាយ្រសួលស្រមាប់អ�កសិក�េធ�ើការ្រសាវ្រជាវ

កំហុសឆ�ងខ�ះ្របាកដជាេកើតមាងជាក់ជាពុំខាន អា្រស័យេហតុេនះខេយើងខ��ជំាអ�កនិពន�និងេរៀបេរៀង រង�ច 

ជានិច�នូ មតិរិះគន់ ែបបសា �ប ពីសំណាក់អ�កសិក ក��ង្រប់មជ្ឈដា  េដើម្បីែកលំអេសៀវេេនះឲ្យកាន់ែត 

្របេសើរបែន�មេទៀត  

 ជាទីប��ប ខ�� ំបាទសូមជូនព  ដល់សិស�នសិុស្ និងអ�កសិក�្រសាវ្ ទាំងអស មានសុខភាពល

មានសុភមង�លនងទទួលបានជ�យជ�នះរាល់ការបំេពញការងារេផ្សងៗកុំបីអាក់ខ 
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ជំពូកទ០ី១                េមេរៀនសេង�បន�ងរបូមន�សំខាន់  

 

១.ចំននួកុំផ��ចទ្រមង ព�ជគណ� 

១.១.និយមន័យ(Definition of complex Numbers) 

 ចំនួនកុផំ�ិចទ្រមង់ពីជគណ ិតគឺជាចំនួនកុំផ�ិចែដលេ្រកយពីបរចួមាទ្រមង 
 ទូេទ .z a i b= +  ែដល  , ∈a b  និង 1i = − ឬ 2 1i = −   (ឯកតនិម�ិត ។ 
 a  េហថាែផ�កពិតែដលេគអចតង ( )Re z a=   និង b េហថាែផ�កនិម� 
 ែដលេគអចតងេដ ( )Im z b=  ។ 

 ឧទាហរណ ១ 

  1 2z i= +  ជាចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគណ ិតែដលមានែផ�កពRe( ) 1z a= =  និង 
 មានែផ�កនិម�ិត ( )Im 2z =   ។ 

 ឧទាហរណ ២ 

  3 7z i= − +  ជាចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគណ ិតែដលមានកពិត Re( ) 3z a= = −   
 និងមានែផ�កនិម�ិត ( )Im 7z =   ។ 

 ឧទាហរណ ៣ 

  4z i=   ជាចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគណ ិតែដលមានែផ�កពRe( ) 0z a= =   
 និងមានែផ�កនិម�ិត ( )Im 4z =   ។ 

 ឧទាហរណ ៤ 

  5z =   ជាចំនួនកុំផ�ិចទ្រមង់ពីជគណ ិតែដលមានែផ�កពRe( ) 5z a= =   
 និងមានែផ�កនិម�ិត ( )Im 0z =   ។ 
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១.២.ចំនួនកុំផ�ិ ចពីរេស�គ (Equality of two complex numbers) 

  . .
A a

A i B a i b
B b
=

+ = + ⇔  =
  ែដល  , , , ∈a b A B  ។ 

 ឧទាហរណ ១. េគមានចំនួនកុំផ�ិច (3 1) (2 5)z a i b= + + −  និង 7 3w i= +    

 ែដល a  និង b ជាចំនួនពិត។ កំណត់តៃមa  និង b េដីម្បី ឲ្z w=  ។ 

 ដំេណះ្រ 

 កំណត់a  និង b 

 េយងីបានz w=  សមមូល  3 1 7
2 5 3
a
b
+ =


− =

  សមមូល  2
4

a
b
=


=

   ។ 

 ដូចេនះ 2 , 4a b= =    ។ 

 ឧទាហរណ ២. េគមានចំនួនកុំផ�ិច ( ) ( )z a b i a b= + + −  និង 3 7w i= +    

 ែដល a  និង b ជាចំនួនពិត។ កំណត់តៃមa  និង b េដីម្បី ឲ្z w=  ។ 

 ដំេណះ្រ 

 កំណត់a  និង b 

 េយងីបានz w=  សមមូល  3
7

a b
a b
+ =


− =

  សមមូល  5
2

a
b
=


= −

   ។ 

 ដូចេនះ 5 , 2a b= = −    ។ 

 ឧទាហរណ ៣. េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 2( 2) ( )z a b i a b= − + + +  និង 3 5w i= +    

 ែដល a  និង b ជាចំនួនពិត។ កំណត់តៃមa  និង b េដីម្បី ឲ្z w=  ។ 
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 ដំេណះ្រ 

 កំណត់a  និង b 

 េយងីបានz w=  សមមូល 
( )
( )2 2

2 3 1
5 2

a b
a b

 − + =


+ =
   

 តម( )1  េគទញបា ( )1 3a b= +  យកជំនួសក�ុងសមីក( )2 េគបាន 
 2 2( 1) 5b b+ + =   សមមូល  22 2 4 0b b+ − =  េនាះេគទ 1 21, 2b b= = −  ។ 
 .ចំេពះ 1 1b =   ត ( )3  េគបាន 1 1 1 2a = + =   ។ 
 .ចំេពះ 2 2b = −  តម( )3 េគបាន 2 2 1 1a = − + = −   ។ 
 ដូចេនះ 1 12 , 1a b= =    ឬ   2 21 , 2a b= − = −   ។ 

 ឧទាហរណ ៤. េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 2(4 9 ) (2 3 5)z a b i a b= − + − +   

 និង 7(4 )w i= +  ែដល a  និង b ជាចំនួនពិត។ 

 កំណត់តៃម�a  និង b េដីម្បី ឲ្z w=  ។ 

 ដំេណះ្រ 

 កំណត់a  និង b 

 េយងីបានz w=  សមមូល ( ) ( ) ( )2 24 9 2 3 5 7 4a b i a b i− + − + = +    

 េគទញ
2 24 9 28

2 3 5 7
a b
a b

 − =


− + =
   សមមូល  (2 3 )(2 3 ) 28

2 3 2
a b a b
a b
− + =


− =

  

 សមមូល  ( )2 2 3 28
2 3 2

a b
a b

 + =


− =
   សមមូល  2 3 14

2 3 2
a b
a b
+ =


− =

  

 បនា �ប់ពីេដ្រសយ្របពន�សមីករេនះេគទទួ 4 , 2a b= =    ។ 
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១.៣.ចំនួនកុំផ�ិ ចឆ� ស(Complex conjugate) 

 េបី .z a i b= +   េនាះ .z a i b= − េហថាចំនួនកុំផ� ចិឆ ា�សz  ែដល  , ∈a b  ។ 

 ឧទាហរណ   េគឲ្យ 7 3z i= +  និង 5 2w i= − −  ។ កំណត់ z   និង w   ។ 

 េគមាន 7 3z i= +  េនាះេគបា 7 3z i= −   ។ 

 េហយី    5 2w i= − −  េនាះេគបា 5 2w i= − +  ។ 

១.៤.្រ�មណវិធ េីលកុំផ� ិចទ្ រមង់ពីជ គ(Basic operations) 

 ក. វធិីបូក (Addition of complex numbers) 

   ( ) ( ) ( ) ( )a ib c id a c i b d+ + + = + + +  ែដល  , , ,a b c d  ជាចំនួនពិត 
 ខ. វធិីដក (Subtraction of complex numbers) 

   ( ) ( ) ( ) ( )a ib c id a c i b d+ − + = − + − ែដល  , , ,a b c d  ជាចំនួនពិត 

  គ. វធិីគុណ (Multiply complex numbers) 

   ( )( ) ( ) ( )a ib c id ac bd i ad bc+ + = − + − ែដល  , , ,a b c d  ជាចំនួនពិត 

  ឃ.វធិីែចក (Divide of two complex numbers) 

   2 2 2 2

( )( ) .
( )( )

a ib a ib c id ac bd bc adi
c id c id c id c d c d
+ + − + −

= = +
+ + − + +

   

      ែដល  , , ,a b c d  ជាចំនួនពិតនិង 0, 0c d≠ ≠   ។ 

 ឧទាហរណ ១   

 ចូរគណនាចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមរួចសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជ  

 2(1 ) 3(1 ) , 2(3 2 ) 3( 1 ) , (2 )(1 3 )A i i B i i C i i= + − − = − + − + = + −   
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 ដំេណះ្រ 

 គណនានិងសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ  ៖ 

 េយងីបាន 2(1 ) 3(1 ) 2 2 3 3 1 5A i i i i i= + − − = + − + = − +  ។ 

                 2(3 2 ) 3( 1 ) 6 4 3 3 3B i i i i i= − + − + = − − + = −   ។ 

              2(2 )(1 3 ) 2 6 3 2 6 3 5 5C i i i i i i i i= + − = − + − = − + + = −  ។ 

 ដូចេនះ 1 5 , 3 , 5 5A i B i C i= − + = − = −   ។ 

 ឧទាហរណ ២  

 ចូរគណនាចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមរួចសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជ  

 1 5 5 3 1 3 7 9, , ,
1 2 3 1 2 1 2 (1 )(2 3 )

i i i i iA B C D
i i i i i i

+ − + + +
= = = − =

− − + − + −
  

 ដំេណះ្រ 

 គណនានិងសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ  ៖ 

 េយងីបាន 1 5 (1 5 )(1 ) 1 5 5 4 6 2 3
1 (1 )(1 ) 1 1 2

i i i i i iA i
i i i

+ + + + + − − +
= = = = = − +

− − + +
  

                 5 (5 )(2 3 ) 10 15 2 3 13 13 1
2 3 (2 3 )(2 3 ) 4 9 13

i i i i i iB i
i i i i

− − + + − + +
= = = = = +

− − + +
  

                  3 1 3 (3 )(1 2 ) (1 3 )(1 2 )
1 2 1 2 (1 2 )(1 2 )

i i i i i iC
i i i i

+ + + − − + +
= − =

+ − + −
  

                     3 6 2 1 2 3 6 10 10 2 2
1 4 5

i i i i i i− + + − − − + −
= = = −

+
  

                 7 9 7 9 7 9 (7 9 )(5 )
(1 )(2 3 ) 2 3 2 3 5 (5 )(5 )

i i i i iD
i i i i i i i
+ + + + +

= = = =
+ − − + + − − +
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                     35 7 45 9 26 52 26(1 2 ) 1 2
25 1 26 26
i i i i i+ + − + +

= = = = +
+

  

ដូចេនះ 2 3 , 1 , 2 2 , 1 2A i B i C i D i= − + = + = − = +  ។ 

ឧទាហរណ ៣.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច  1 5Z i= − +   និង 1W i= +   ។ 

ចូរគណនា , ,Z W Z W Z W+ − ×   និង 
Z
W

 េដយសរេសរជាទ្រមង់ពីជគ  ។ 

ដំេណះ្រ 

គណនា , ,Z W Z W Z W+ − ×   និង 
Z
W

 េដយសរេសរជាទ្រមង់ពីជគ  

េគមា 1 5Z i= − +   និង 1W i= +    
េយងីបាន ( 1 5 ) (1 ) ( 1 1) (5 ) 6Z W i i i i i+ = − + + + = − + + + =   

              2

( 1 5 ) (1 ) 1 5 1 2 4
( 1 5 )(1 ) 1 5 5 6 4

Z W i i i i i
Z W i i i i i i
− = − + − + = − + − − = − +

× = − + + = − − + + = − +
  

និង 
2

2
1 5 ( 1 5 )(1 ) 1 5 5
1 (1 )(1 ) 1

Z i i i i i i
W i i i i

− + − + − − + + −
= = =

+ + − −
  

          1 6 5 2 3
2

i i− + +
= = +   

ដូចេនះ 6 , 2 4 , 6 2Z W i Z W i Z W i+ = − = − + × = − +  និង 2 3Z i
W

= +    ។ 

ឧទាហរណ ៤.េគឲ្ចំនួនកុំផ�ិច 2 3x i= +   និង 1 2y i= − +   

១.ចូរ្រសយ 2 4 13 0x x− + =   និង 2 2 5 0y y+ + =   

២.ចូរសរេសរ 
2 2

2 2
4( 3) 2( 2)

1 1
x yZ
x y
− +

= +
+ +

 ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

ដំេណះ្រ 

១.្រសយ 2 4 13 0x x− + =   នងិ 2 2 5 0y y+ + =  
េយងីមាន 2 3x i= +    ឬ 2 3x i− =   
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េលីកជាកេ 2 2( 2) (3 )x i− =   
ឬ 2 24 4 9 9x x i− + = = −   ឬ 2 4 13 0x x− + =   ពិត។ 
េហយី  1 2y i= − + េនាះ 1 2y i+ =   
េលីកជាកេ 2 2( 1) (2 )y i+ =   
ឬ 2 22 1 4 4y y i+ + = = −   ឬ   2 2 5 0y y+ + = ពិត 
ដូចេនះ 2 4 13 0x x− + =   និង 2 2 5 0y y+ + =  ។ 

២.សរេសរ 
2 2

2 2
4( 3) 2( 2)

1 1
x yZ
x y
− +

= +
+ +

 ជាទ្រមង់ពីជគណ  

េគមាន 2 4 13 0x x− + =  េនាះ 2 1 4 12 4( 3)x x x+ = − = −   
េហយី  2 2 5 0y y+ + =  េនា 2 1 2 4 2( 2)y y y+ = − − = − +   

េយងីបាន
2 2 2 2

2 2
4( 3) 2( 2) 4( 3) 2( 2)

4( 3) 2( 2)1 1
x y x yZ

x yx y
− + − +

= + = +
− − ++ +

    

         ( 3) ( 2) 5
(2 3 ) ( 1 2 ) 5 2
x y x y

i i i
= − − + = − −
= + − − + − = − +

  

ដូចេនះ 2Z i= − +   ។ 

ឧទាហរណ ៥.ចូរគណនា
2(1 3 )

1
iZ
i

+
=

+
  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ  

 រចួប�� ក់ែផ�កពិត និង ែផ�កនិម�ិតរបស់វ  

ដំេណះ្រ 

គណនZ  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ  

េយងីបាន 
2 2(1 3 ) 1 6 9 ( 8 6 )(1 )

1 1 (1 )(1 )
i i i i iZ
i i i i

+ + + − + −
= = =

+ + + −
   

          
2

2
8 8 6 6 2 14 1 7

21
i i i i i

i
− + + − − +

= = = − +
−

  

ដូចេនះ 1 7Z i= − +   ។ 
ែផ�កពិតៃនZ  គឺ Re( ) 1Z = −  និងែផ�កនិម�តិ Im( ) 7Z =  ។ 
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២.ចំននួកុំផ��ចទ្រមង់្រ�េកាណ 

២.១.ម៉ឌូលុ នងិ អាគុមង៉់  (Modulus and argument of a complex number) 

 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 ឧបមាថាេគមានចំនួនកុំផ� . ; ,= + ∈z a i b a b  ។ យក  ( , )M a b ជារូបភ 

 ៃន z  ក�ុងប�ង់កំផ�ិច ( )xoy ។ តង r OM= និង θជាមុំផ�ុំេដ OM
→

និង( )ox  ។ 

 2 2| |r z OM a b= = = + េហថាម ូ៉ឌុលនិង arg( )zθ =  េហថាអគុយម៉ង 

 ចំនួនកុផំ�ិច .z a i b= +  ែដល cos a
r

θ =   និង sin b
r

θ =  ។ 

២.២.ទ្រមង់្រត ីេកណឬទ្រមង  ប៉ូែលៃនចំនួនកុំផ�ិចមួ យ 

          ( Polar Form of a Complex Number ) 

េគមាចនំនួកុផំ�ចិ a bz a ib r i
r r

 = + = + 
 

  េដយcos a
r

θ =   នងិ sin b
r

θ =  

 (cos sin )z r iθ θ= +  ែដល  0r >  និង θ ∈  េហថាទ្រមង់្រណមា្រត 
 

y

x'x

'y

o

M

a

b

θ

r
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ឧទាហរណ   ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់្រតីេ 

    ) 2 2a z i= +   ) 3b z i= +   ) 2 2c z i= −  
    ) 2 2 3d z i= −   ) 1 3e z i= − +   ) 3 3f z i= − +   

    ) 1g z i= − −   ) 2 3 2h z i= − −   

ដំេណះ្រ 

សរេសរចំនួនកុំផ�ិចជាទ្រមង់្រតីេកណម 

2 2 2 2) 2 2 2 2 2 2 2 2 cos sin
2 2 4 42 2 2 2

a z i i i iπ π    = + = + = + = +           
 

3 1) 3 2 2 cos sin
2 2 6 6

b z i i iπ π   = + = + = +       
  

2 2) 2 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

c z i i iπ π      = − = − = − + −             
   

1 3) 2 2 3 4 4 cos sin
2 2 3 3

d z i i iπ π      = − = − = − + −             
  

1 3 2 2) 1 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

e z i i iπ π   = − + = − + = +       
   

3 1 5 5) 3 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 6 6

f z i i iπ π   = − + = − + = +       
  

2 2 5 5) 1 2 2 cos sin
2 2 4 4

g z i i iπ π   = − − = − − = +       
   

3 1 7 7) 2 3 2 4 4 cos sin
2 2 6 6

h z i i iπ π   = − − = − − = +       
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២.៣.្រ�មណវិធ េីលចំនួនកុំផ�ិចក�ុងទ ្ រមង់្រតីេក 

 ឧបមាថាេគមានពីរចំនួនកុំផ�ិ 

 (cos sin )z r iθ θ= +  និង (cos sin )w iρ ϕ ϕ= +  

 វធិីគុណ (Multiplying Complex Numbers in Polar Form) 

                     . [cos( ) sin( )]z w r ir θ ϕ θ ϕ× = + + +   

 វធិីែចក(Division) 

                     [cos( ) sin( )]θ ϕ θ ϕ
ρ

= − + −
z ρ i
w

 

ឧទាហរណ ១ .េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2z i= − −   និង 3 3w i= − +   ។ 

ក.ចូរសរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ខ.គណនាzw  និង 
z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់្រតមា្ ។ 

ដំេណះ្រ 

ក.សរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

េយងីបាន 2 2 5 52 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = − − = − − = +       
 ។ 

              3 1 5 53 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 6 6

w i i iπ π   = − + = − + = +       
  ។  

ខ.គណនាzw  និង 
z
w

 េដយសរេសរលទ�ផជាទ្រមង់្រតីេកណ 

េយងីមាន 5 52 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

 និង 
5 52 3 cos sin
6 6

w iπ π = + 
 
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េយងីបាន 5 5 5 5(2)(2 3) cos sin
4 6 4 6

zw iπ π π π    = + + +    
    

  

ដូចេនះ     25 254 3 cos sin 4 3 cos sin
12 12 12 12

zw π π π π   = + = +   
   

  ។ 

េហយី   2 5 5 5 5cos sin
4 6 4 62 3

z i
w

π π π π    = − + −    
    

  

ដូចេនះ     3 5 5cos sin
3 12 12

z
w

π π = + 
 

  ។ 

ឧទាហរណ ២ .េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2z i= +   និង 3 3w i= +   ។ 

ក.ចូរសរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ខ.គណនាzw  និង 
z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណះ្រ 

ក.សរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

េយងីបាន 2 22 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 

              3 13 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 6 6

w i i iπ π   = + = + = +       
  ។  

ខ.គណនាzw  និង 
z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់្រតីេក 

េយងីមាន 2 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

 និង 2 3 cos sin
6 6

w iπ π = + 
 

  

េយងីបាន (2)(2 3) cos sin
4 6 4 6

zw iπ π π π    = + + +    
    
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ដូចេនះ     5 54 3 cos sin
12 12

zw π π = + 
 

  ។ 

េហយី   2 cos sin
4 6 4 62 3

z i
w

π π π π    = − + −    
    

  

ដូចេនះ     3 cos sin
3 12 12

z
w

π π = + 
 

  ។ 

ឧទាហរណ ៣ .េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2 3z i= +  និង 2 2w i= +  ។ 

ចូរសរេសរ , ,z w z w×  និង 
z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណះ្រ 

សរេសរ , ,z w z w×  នងិ z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេក 

េយងីបាន 1 32 2 3 4
2 2

z i i
 

= + = +  
 

  

ដូចេនះ 4 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

 និង 
2 22 2 2

2 2
w i i

 
= + = +  

 
 

ដូចេនះ 2 cos sin
4 4

w iπ π = + 
 

  ។ 

(4)(2) cos sin
3 4 3 4

z w iπ π π π    × = + + +    
    

  

ដូចេនះ 7 78 cos sin
12 12

z w iπ π × = + 
 

  

េហយី   4 cos sin
2 3 4 3 4

z i
w

π π π π    = − + −    
    

  

ដូចេនះ 2 cos sin
12 12

z i
w

π π = + 
 

 ។ 
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ឧទាហរណ ៤ .េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 ( 3 1)
2

ia + +
=  និង 

3 1
2

b i−
=  ។ 

១.គណនាz a b= +  , w a b= −  និង 
z
w

 េដយសរេសជាទ្រមង់ពីជគណិត  

២.សរេសរ ,z w  និង 
z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

៣.េ្របីលទ�ផលខងេលីចូរទញរកតៃម�្របាកcos
12
π និង sin

12
π   ។ 

ដំេណះ្រ 

១.គណនាz a b= +  , w a b= −  នងិ z
w

  

 េគមា 2 ( 3 1)
2

ia + +
=  និង 

3 1
2

b i−
=  

 េយងីបាន 3 1 3 11 1 3
2 2

z a b i i i+ −
= + = + + = +    

 េហយី  3 1 3 11 1
2 2

w a b i i i+ −
= − = + − = +   ។ 

 2 2
1 3 (1 3)(1 ) 1 3 3 3 1 3 1

1 2 2 21
z i i i i i i
w i i

+ + − − + + + −
= = = = +

+ −
 ។ 

 ដូចេនះ 1 3 , 1z i w i= + = +  និង 
3 1 3 1
2 2

z i
w

+ −
= +   ។ 

 ២.សរេសរ ,z w  នងិ z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 1 31 3 2( ) 2(cos sin )
2 2 3 3

z i i iπ π
= + = + = +  

 េហយី  2 21 2( ) 2(cos sin )
2 2 4 4

w i i iπ π
= + = + = +  

 និង 
2 cos( ) sin( ) 2 cos sin

3 4 3 4 12 122
z i i
w

π π π π π π   = − + − = +     
  ។ 
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៣.ទញរកតៃម�្របាកដcos
12
π នងិ sin

12
π  

 េគមាន 3 1 3 1
2 2

z i
w

+ −
= +   និង    2 cos sin

12 12
z i
w

π π = + 
 

   

 េគទញបា 3 1 3 12 cos sin
12 12 2 2

i iπ π + − + = + 
 

   

 សមមូល 

3 1cos
12 2 2

3 1sin
12 2 2

π

π

 +
=




− =

 

 ដូចេនះ 6 2cos
12 4
π +

= និង 
6 2sin

12 4
π −

=  ។ 

ឧទាហរណ ៥ .េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 3a i= +   និង 1 3b i= − +  ។ 

១.គណនា 2z a b= − និង 2w a b= −  េដយសរេសរលទ�ផជាទ្រមង់ពីជគណ  
    រចួបង �ញថz  និង w  ជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់។  
២.ចូរសរេសរ , ,a b z   និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ដំេណះ្រ 

១.គណនា 2z a b= −  នងិ 2w a b= −  

 េយងីបាន 2(1 3) ( 1 3) 2 2 3 1 3 3 3z i i i i i= + − − + = + + − = +   

 េហយី  (1 3) 2( 1 3) 1 3 2 2 3 3 3w i i i i i= + − − + = + + − = −  

 ដូចេនះ 3 3z i= +  និង 3 3w i= −  ។ 

 បង �ញថz  នងិ w  ជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គ៖ 

 េយងីមា 3 3z i= +  េនាះ 3 3z i w= − =  េ្រព 3 3w i= −  ។ 

 ដូចេនះz  និង w  ជាចំនួនកុំផ�ិចឆា� ស់គ 
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២.សរេសរ , ,a b z   នងិ w  ជាទ្រមង់្រតីេក 

 េគបាន 1 31 3 2 2(cos sin )
2 2 3 3

a i i iπ π 
= + = + = +  

 
   

          1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

b i i iπ π   = − + = − + = − +       
  

              2 23 cos( ) sin( ) 2 cos sin
3 3 3 3

i iπ π π ππ π   = − + − = +     
 

            

3 13 3 2 3( ) 2 3(cos sin )
2 2 6 6
3 13 3 2 3( ) 2 3 cos( ) sin( )

2 2 6 6

z i i i

w i i i

π π

π π

= + = + = +

 = − = − = − + − 
 

 

 ដូចេនះ   2 22 cos sin , 2 cos sin
3 3 3 3

a i b iπ π π π   = + = +   
   

 

                2 3 cos sin , 2 3 cos( ) sin( )
6 6 6 6

z i w iπ π π π   = + = − + −   
   

។ 

ឧទាហរណ ៦ .េគឱ្យចំនួនកុំផ�ិច  2 3Z i= + +  

ក.ចូរបង �ញថាម ូ៉ឌ  | | 6 2Z = + ។ 

ខ.សរេសរZ ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត 6 2cos
12 4
π +

= ។  

ដំេណះ្រ 

ក.បង �ញថាម ូ៉ឌ | | 6 2Z = +    
 េគមាន  2 3Z i= + +   

 េយងីបាន 2| | (2 3) 1 4 4 3 3 1Z = + + = + + +  

              2| | 8 4 7 ( 6 2) 6 2Z = + = + = +  
 ដូចេនះ | | 6 2Z = +    ។ 
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ខ. សរេសរ Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

 េយងីបាន 3 12 3 2 (1 . )
2 2

Z i i= + + = + +  

                      2

2(1 cos .sin )
6 6

2(2cos 2 sin cos )
12 12 12

4cos ( cos .sin )
12 12 12

i

i

i

π π

π π π

π π π

= + +

= +

= +

 

 ដូចេនះ   4cos ( cos .sin )
12 12 12

Z iπ π π
= +   ។ 

 ទញឱ្យប  6 2cos
12 4
π +

=   

 េគមាន 4cos ( cos .sin )
12 12 12

Z iπ π π
= +   នាំឱ្យ| | 4cos

12
Z π

=  

 េដយេគមា| | 6 2Z = +   នាំឱ្4cos 6 2
12
π

= +  

 ដូចេនះ   6 2cos
12 4
π +

=   ។ 

 ឧទាហរណ ៧ .េគឲ្យសមករ 2( ) : 0E z ia z a ib+ + + =  ែដល  ,a b∈  

 ១.កំណត់ចំនួនពិត a  និង b  េដីម្បី ឲ្ 1 1 3z i= − + ជប�សមួយរបស់ ( )E  
     រចួគណនប�សមួយេទៀត  2z  ។ 

 ២.ចូរសរេសរ 1 2,z z  និង 1

2

z
z

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

 ៣.ទញប� �ក់តៃម�្របាកដ 5cos
12
π  និង 

5sin
12
π   ។ 

 ដំេណះ្រ 

 ១.កណំត់ a  នងិ b  ៖ 
 េដីម្បី ឲ្ 1 1 3z i= − +  ជប�សមួយរបស់ ( )E លុះណាែតវេផ��ងផ ា 
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 នឹងសមីករេគបា 2( 1 3) ( 1 3) 0i ia i a ib− + + − + + + =  

                          1 2 3 3 3 0
( 2 3) ( 2 3 ) 0

i ia a a ib
a a i a b

− − − − + + =

− + − + − − + =
 

 េគទញ 2 3 0
2 3 0

a a
a b

− + − =

− − + =

  

 េដះ្រសយរបព័ន�េនះេ 1 3a = − − និង 1 3b = − +  ។ 
 ដូចេនះ   1 3a = − −  និង 1 3b = − +   ។  
 គណនប�សមយួេទៀត 2z  ៖ 
 េដយ 1z  និង 2z  ជាឬសរបស់សមីក( )E េនាះតម្រទឹស�ីបទែ 
 េគបា 1 2z z ia+ = − េនា 2 ( 1 3) ( 1 3) 1z i i i= − − − − − + = + ។ 
 ដូចេនះ 2 1z i= +   ។ 

២.សរេសរ 1 2,z z  នងិ 2

1

z
z

 ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 1
1 3 2 21 3 2( . ) 2(cos .sin )
2 2 3 3

z i i iπ π
= − + = − + = +  

 2
2 21 2( . ) 2(cos .sin )

2 2 4 4
z i i iπ π

= + = + = +   

 និង 1

2

2 2 2 5 5cos( ) .sin( ) 2(cos .sin )
3 4 3 4 12 122

z i i
z

π π π π π π = − + − = +  
  

៣.ទញប� �ក់តៃម�្របាកដ 5cos
12
π  នងិ 5sin

12
π    

 តមស្រមាយខងេលីេយ៖ 

  1

2

5 52(cos .sin ) (1)
12 12

z i
z

π π
= +  

 1

2

1 3 ( 1 3)(1 ) 3 1 3 1 (2)
1 2 2 2

z i i i i
z i

− + − + − − +
= = = +

+
 

 តម(1)  និង (2)  េគទញបាន 
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 5 3 1 6 2cos
12 42 2
π − −
= = និង 

5 3 1 6 2sin
12 42 2
π + +
= =   

ដូចេនះ 5 6 2cos
12 4
π −
= និង 

5 6 2sin
12 4
π +
= ។ 

ឧទាហរណ ៨ .េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 3a i= − +   និង 2(1 )b i= +  

 ក.គណន 2 2 3 3 2(1 3 )z a b a i b= + + + −  រចួកំណត់មូ៉ឌុលនិងអគុយម៉ង 
     របស់ z  ។ 

 ខ.ចូរសរេសរ .u a b=  និង 
av
b

=  ជទ្រមង់្រតីេកណមា 

 ដំេណះ្រ 

 ក.គណនាz  រចួកណំត់មូ៉ឌុល នងិ អគុយម៉ង់ៃនz   
 េគមាន 2 2 3 3 2(1 3 )z a b a i b= + + + −  

                   
2 2

2 2

3 3 2 3 2
( 3) ( 2) 3 2(1 ) 1
a b a b ib
a b i a i b

= + + + −

= + + − + + − −
 

 េដយ 3a i= − +   និង 2(1 )b i= + េនាះេគបាន 
 2 2( 3 3) ( 2 2 2) ( 3 ) 3 2(1 )(1 ) 1z i i i i i i= − + + + + − + − + + − + −  

       1 2 3 3 4 1
1 3

i
i

= − + − + + −

= +
 

 ដូចេនះ 1 3z i= +   ។ 

 ម្យោ៉ងេទៀ 1 31 3 2( ) 2(cos sin )
2 2 3 3

z i i iπ π
= + = + = +    

 ដូចេនះ z  មានម៉ូឌុល 2r =  និង អគយម៉ង់  2 ,
3

k kπθ π= + ∈    

 ខ.សរេសរ .u a b=  និង av
b

=  ជាទ្រមង់្រតីេក  ៖ 

 េគមាន 3 13 2( . ) 2( cos sin )
2 2 6 6

a i i iπ π
= − + = − + = − +  
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                   5 52[cos( ) sin( )] 2(cos sin )
6 6 6 6

i iπ π π ππ π= − + − = +  

 េហយី  2 22 2 2( ) 2(cos sin )
2 2 4 4

b i i iπ π
= + = + = +  

 េនាះ 5 5 13 13. 4[cos( ) sin( )] 4(cos sin )
6 4 6 4 12 12

u a b i iπ π π π π π
= = + + + = +   

 េហយី  2 5 5 7 7[cos( ) sin( )] cos sin
2 6 4 6 4 12 12

av i i
b

π π π π π π
= = − + − = +  

 ដូចេនះ 13 134(cos sin )
12 12

u iπ π
= +  និង 

7 7cos sin
12 12

v iπ π
= +   ។ 

 ឧទាហរណ ៩ .េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3a i= − +  និង 1 3b i= − −  

 )a  ចូរសរេសរ 2 2 3 2z a b a ib= + + + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ ។ 
 )b  ចូរសរេសរ ,a b  និង zជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ដំេណះ្រ 

 )a  សរេសរ 2 2 3 2z a b a ib= + + + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  
 េគបា 2 2( 1 3) ( 1 3) 3( 1 3) ( 1 3) 2z i i i i i= − + + − − + − + + − − +  
              1 2 3 3 1 2 3 3 3 3 3 2 2 2i i i i i= − − + + − − + − + + = − +  
 ដូចេនះ 2 2z i= − +  ។ 
 )b  សរេសរ ,a b  នងិ zជាទ្រមង់្រតីេកណ 

  

1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

2 22 cos( ) sin( ) 2 cos sin
3 3 3 3

a i i i

i i

π π

π π π ππ π

   = − + = − + = − +       
   = − + − = +     

  

  

1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

4 42 cos( ) sin( ) 2 cos sin
3 3 3 3

b i i i

i i

π π

π π π ππ π

   = − − = − − = − −       
   = + + + = +     
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2 22 2 2 2( ) 2 2 cos sin
2 2 4 4

3 32 2 cos( ) sin( ) 2 2 cos sin
4 4 4 4

Z i i i

i i

π π

π π π ππ π

 = − + = − + = − + 
 

   = − + − = +     

 

ដូចេនះ 2 2 4 42 cos sin , 2 cos sin
3 3 3 3

a i b iπ π π π   = + = +   
   

  

និង      
3 32 2 cos sin
4 4

Z iπ π = + 
 

 ។ 

ឧទាហរណ ១០ .េគមានចំនួនកុំផ�ិបី៖ 

1 22 2 , 1 3z i z i= + = +  និង 3 3z i= +  ។ 

)a  ចូរកំណត់ពីរចំនួនពិតaនិងb េដយដឹង 1 2 32a ib z iz z+ = + +  ។ 

)b  ចូរសរេសរ 1 2 3, ,z z z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណះ្រ 

)a កណំត់ពរីចនំនួពតិaនងិb េដយដឹង 1 2 32a ib z iz z+ = + +   

េយងីបា ( ) ( )2( 2 i 2) i 1 3 3a ib i i+ = + + + + +   

             2 2 3 3 2 4a ib i i i i+ = + + − + + = +   
ដូចេនះ 2 , 4a b= =  ។ 

)b  សរេសរ 1 2 3, ,z z z  ជាទ្រមង់្រតីេក 

េយងីបាន 1
2 22 2 2 2 cos sin

2 2 4 4
z i i iπ π   = + = + = +       

  

              
2

3

1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

z i i i

z i i i

π π

π π

   = + = + = +       
   = + = + = +       
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២.៤.្រទ សឹ�ីបដឺមរ ័(De Moivre’s theorem) 

 ្រគប់ចំនួនព តϕ  និងចំនួនគត់រឡឺាទីហ�n  េគបា ៖ 

 ( )cos sin cos( ) .sin( )ni n i nϕ ϕ ϕ ϕ+ = +  

ឧទាហរណ ១. េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច cos sin
12 12

z iπ π
= +   ។  

គណនា 2019z  េដយសរេសលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណិត  

ដំេណះ្រ 

គណនា 2019z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ  

េយងីមាន cos sin
12 12

z iπ π
= +  តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីងបាន  

2019
2019 2019 2019cos sin cos sin

12 12 12 12
z i iπ π π π = + = + 

 
 

       2 2cos(168 ) sin(168 ) cos sin
4 4 4 4 2 2

i i iπ π π ππ π= + + + = + = +   

ដូចេនះ 2019 2 2
2 2

z i= +   ។ 

ឧទាហរណ ២. េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2cos sin
7 7

z iπ π
= +   ។ គណនា 2019z  ។ 

ដំេណះ្រ 

គណនា 2019z  ៖ 

េយងីមាន 2 2cos sin
7 7

z iπ π
= +  តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីងបាន  

2019
2019 4038 4038cos sin cos sin

7 7 7 7
z i iπ π π π = + = + 

 
 

       6 6 6 6cos(576 ) sin(576 ) cos sin
7 7 7 7

i iπ π π ππ π= + + + = +   

ដូចេនះ 2019 6 6cos sin
7 7

z iπ π
= +   ។ 
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២.៥.ស�័យគុណៃនចំនួនកុំផ�ិ ច(Powers of complex number ) 

 ្រប់ចំនួនពតិ ϕ  និង 0r >  និង ចំនួនគត់រឡឺាទីហ�n  េគបាន  

 ( ) [ ]cos sin cos( ) .sin( )
n nr i r n i nϕ ϕ ϕ ϕ+ = +    ។ 

ឧទាហរណ ១. េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច
7

9

(1 3)
( 2 2)

iz
i

+
=

+
  ។  

ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចប��ក់ម៉ូឌុលនិងអគុយ z  ។ 

ដំេណះ្រ 

សរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចប��ក់ម៉ូឌុលនិងអគុយ z  ៖ 

េយងីមា
7

9

(1 3)
( 2 2)

iz
i

+
=

+
   

តង 1 1 3z i= +   និង 2 2 2z i= +   េនាះេគបា
7

1
9

2

zz
z

=      ( )1   

េយងីមាន 1
1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +       
  

តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេគបា 

( )
7

7 7
1

7 72 cos sin 2 cos sin 2
3 3 3 3

z i iπ π π π    = + = +    
    

  

ម្យោ៉ងេទៀ 2
2 22 2 2 2 cos sin

2 2 4 4
z i i iπ π   = + = + = +       

  

តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេគប 

( )
9

9 9
2

9 92 cos sin 2 cos sin 3
4 4 4 4

z i iπ π π π    = + = +    
    

  

យកទំនាក់ទំនង( ) ( )2 & 3  ជំនួសក�ុង ( )1  េគបាន  
7

9
2 7 9 7 9cos sin

3 4 3 42
z iπ π π π    = − + −    

    
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ដូចេនះ 1 cos sin
4 12 12

z iπ π = + 
 

 េហយី មូ៉ឌុលៃន z  គឺ 
1| |
4

r z= =    ។ 

និងអគុយម៉ង់ៃz  គឺ  arg( ) 2 ,
12

z k kπθ π= = + ∈z    ។ 

ឧទាហរណ ២. េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 21 cos sin
9 9

z iπ π
= + +   ។ 

ចូរសរេសរ z  និង 4z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ដំេណះ្រ 

សរេសរ z  និង 4z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

េយងីមាន 2 21 cos sin
9 9

z iπ π
= + +  

       22cos 2 sin cos
9 9 9

iπ π π
= +   

ដូចេនះ 2cos cos sin
9 9 9

z iπ π π = + 
 

 ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតតមរូបមន�ដឺមរ័េគប  

4 4 4 42cos cos 16cos cos
9 9 9 9 9 9

z isin isinπ π π π π π    = + = +        
  

ដូចេនះ 4 4 4 416cos cos sin
9 9 9

z iπ π π = + 
 

  ។ 

ឧទាហរណ ៣. េគឱ្យចំនួនកុំផ�ិច 4 4cos .sin
9 9

z iπ π
= +  និង 

( )
4

231
zw
z

=
+

  

ចូរ្រសយប��ក់ w z=  ។ 

ដំេណះ្រ 

្រសយប��ក  w z=  ៖ 

េគអចសរេសរ
22

31
zw

z
 

=  + 
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តមរូបមន�ដឺមរ័េគមា  2 24 4 8 8(cos sin ) cos sin
9 9 9 9

z i iπ π π π
= + = +   

និង 3 34 4 4 4(cos sin ) cos sin
9 9 3 3

z i iπ π π π
= + = +  

េគបាន

28 8cos .sin
9 9
4 41 cos .sin
3 3

i
w

i

π π

π π

 + 
=  
 + +
 

 

              

2

2

2

2

8 8cos .sin
9 9

2 2 22cos 2 sin cos
3 3 3

8 8cos .sin1 9 9.2 2 22cos cos sin
3 3 3
2 2 4 4(cos sin ) cos sin
9 9 9 9

i

i

i

i

i i z

π π

π π π

π π

π π π

π π π π

 + 
=  
 +
 

 + 
=  
 +
 

 = − + = + =  

 

ដូចេនះ w z=   ។ 

ឧទាហរណ ៤. េគឱ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2cos .sin
9 9

z iπ π
= +  ។ គណនា 2019z  ។ 

ដំេណះ្រ 

គណនា 2019z  

តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័
2019

2019 2 2 4038 4038cos .sin cos .sin
9 9 9 9

z i iπ π π π = + = + 
 

 

េដយ 4038 1346 2448
9 3 3
π π ππ= = +   

ដូចេនះ 2019 2 2 1 3cos sin
3 3 2 2

z i iπ π
= + = − +   ។ 
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២.៦.��សៃនចំនួនកុំផ�ិ ច (Complex  roots) 

 ឧបមាថាេគមានចំនួនកុំផ (cos sin )z r iθ θ= +  ែដល  0 , θ> ∈r  
 ប�សទី n  ៃន z  កំណត់េដយ  

 2 2cos .sinn k kw r i
n n

θ π θ π + +   = +        
 ែដល  0,1,2,..., ( 1)k n= −  ។ 

ឧទាហរណ ១. េគឲ្យចំនួនកុផ�ិច ( )4 2 1z i= +   ។ 

ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចគណនាប�សz  ។  

ដំេណះ្រ 

សរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេក៖ 

េយងីបាន ( ) 2 24 2 1 8 8 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = + = + = +       
  

ដូចេនះ 8 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

  ។ 

គណនាប�សទីបីៃ z  ៖ 

តមរូបមន�ប�សទី
2 2: cos sinn

k
k kn w r i

n n
θ π θ π + +   = +    
    

  

េដគណណប�សទីបីេនាះ 3n =  េហយីេគមា 8 ,
4

r πθ= =   ។ 

េគបាន 8 82 cos sin
12 12k

k kw iπ π π π + +   = +    
    

 ែដល  0,1,2k =   ។ 

.ចំេពះ 0k =  េនាះ 0 2 cos sin
12 12

w iπ π = + 
 

  ។ 

.ចំេពះ 1k =  េនាះ 1
3 32 cos sin
4 4

w iπ π = + 
 

  ។ 

.ចំេពះ 2k =  េនាះ 2
17 172 cos sin
12 12

w iπ π = + 
 

  ។ 
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ឧទាហរណ ២. េគឲ្យចំនួនកុំផ�ច 1 3
2
iz +

=   ។ 

ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចគណនាប�សទz  ។  

ដំេណះ្រ 

សរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេក៖ 

េយងីបាន 1 3 1 3 cos sin
2 2 2 3 3
iz i iπ π+

= = + = +   

ដូចេនះ cos sin
3 3

z iπ π
= +   ។ 

គណនាប�សទី្រៃន z  ៖ 

តមរូបមន�ប�សទី
2 2: cos sinn

k
k kn w r i

n n
θ π θ π + +   = +    
    

  

េដយគណនាប�សទី្េនាះ 5n =  េហយីេគមា 1 ,
3

r πθ= =   ។ 

េគបាន 6 6cos sin
15 15k

k kw iπ π π π+ +   = +   
   

 ែដល  0,1,2,3,4k =   ។ 

.ចំេពះ 0k =  េនាះ 0 cos sin
15 15

w iπ π
= +   ។ 

.ចំេពះ 1k =  េនាះ 1
7 7cos sin
15 15

w iπ π
= +   ។ 

.ចំេពះ 2k =  េនាះ 2
13 13cos sin
15 15

w iπ π
= +   ។ 

.ចំេពះ 3k =  េនាះ 3
19 19cos sin
15 15

w iπ π
= +   ។ 

.ចំេពះ 4k =  េនាះ 4
5 5cos sin
3 3

w iπ π
= +   ។ 
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ឧទាហរណ ៣. េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3a i= − +    និង 3 3b i= +   

)a  ចូរសរេសរ 2 2( )( )z a b a b= + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

)b  ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចគ5ៃនz។ 

)c  ចូរសរេសរ , ,a b ab  និង
a
b

 ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណះ្រ 

)a សរេសរ 2 2( )( )z a b a b= + +  ជាទ្រមង់ពីជគណ  

 េយងីបាន ( ) ( ) ( )2 2
1 3 3 3 1 3 3 3z i i i i = − + + + − + + +  

  

                   

( )( )
( )( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 3 1 2 3 3 9 6 3 3

2 2 3 4 4 3 8 1 3

8 1 2 3 3 8 2 2 3 16 16 3

i i i

i i i

i i i

= + − − + + −

= + + = +

= + − = − + = − +

  

 ដូចេនះ 16 16 3z i= − +  ។ 

)b សរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចគ5ៃនz  

 េយងីមា 1 316 16 3 32 32 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = − + = − + = − +       
 

 ដូចេនះ 2 232 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

 ។ 

 តមរូបមន�ឬសទ
2 2: cos sinn

k
k kn w r i

n n
θ π θ π + +   = +    
    

  

 េដយ 232 , 5 ,
3

r n πθ= = =   េយងីបាន 
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 េយងីបាន 2 6 2 62 cos sin
15 15k

k kw iπ π π π + +   = +    
    

 ែដល 0,1,2,3,4k =   

 ចំេព 0
2 20 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេព 1
8 81 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេព 2
14 142 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេពះ 3
20 203 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេពះ 4
26 264 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 )c  សរេសរ , ,a b ab  និង
a
b

 ជាទ្រមង់្រតីេក 

 េយងីមាន 1 3a i= − +    និង 3 3b i= +  

 េយងីបាន 1 3 2 22 2 cos sin 2 cos sin
2 2 3 3 3 3

a i i iπ π π π     = − + = − + = +           
  

                 3 13 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 6 6

b i i iπ π   = + = + = +       
  

 េហយី  2 2 5 54 3 cos sin 4 3 cos sin
3 6 3 6 3 3

ab i iπ π π π π π      = + + + = +      
      

  

 និង    
2 2 2 3cos sin cos sin

3 6 3 6 3 2 22 3
a i i
b

π π π π π π      = − + − = +      
      

។ 

www.mathtoday.wordpress.com 
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ជំពូកទ០ី២            លំហាត់ េ រ្ជីសេរ�សមានដំេណា 

 

លហំត ទ់០១ 

ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង ព់ ីជz a ib= +   ែដល , :a b∈   

ក) 2(1 ) 3(1 2 )z i i= + + −   ខ) 3(2 ) 2(2 )z i i= + − −  
គ) 4(1 2 ) 3(1 2 )z i i= + + −   ឃ) (1 )(2 3 )z i i= + +  
ង) (2 )(1 3 )z i i= − +   ច) (1 )(3 2 )z i i= − −   

ឆ) 2(1 ) (1 )z i i i= + − −   ជ) 3(2 ) (2 )z i i i= − + +  
ឈ) 4(1 2 ) 3 (1 2i)z i i= + − −   ញ) 2(2 )z i= −   

ដ) 2(1 3 )z i= −   ឋ) 2(7 3 )z i= +   

ឌ) 3(2 )z i= +   ឍ) 3(1 2 )z i= −  ណ) 3(1 )z i= +   

ត) (1 )(1 2 )(1 3 )z i i i= + + +   ថ) (1 )(2 )(3 2 )z i i i= − + −  

ទ) 2(2 )(1 2 )z i i= + +   ធ) 1 3
2

iz
i

+
=

+
  

ន) 9 7
3 2

iz
i

+
=

−
  

ដំេណាះ្រ 

សរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង ព់ ីជz a ib= +   ែដល , :a b∈   

ក) 2(1 ) 3(1 2 ) 2 2 3 6 5 4z i i i i i= + + − = + + − = −    

ខ) 3(2 ) 2(2 ) 6 3 4 2 2 5z i i i i i= + − − = + − + = +    
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គ) 4(1 2 ) 3(1 2 ) 4 8 3 6 7 2z i i i i i= + + − = + + − = +   
ឃ) 2(1 )(2 3 ) 2 3 2 3 2 5 3 1 5z i i i i i i i= + + = + + + = + − = − +    
ង) 2(2 )(1 3 ) 2 6 3 2 5 3 5 5z i i i i i i i= − + = + − − = + + = +    
ច) 2(1 )(3 2 ) 3 2 3 2 3 5 2 1 5z i i i i i i i= − − = − − + = − − = −   
ឆ) 22(1 ) (1 ) 2 2 2 1 1z i i i i i i i i= + − − = + − + = + − = +    
ជ) 23(2 ) (2 ) 6 3 2 6 1 5z i i i i i i i i= − + + = − + + = − − = −    
ឈ) 24(1 2 ) 3 (1 2i) 4 8 3 6 4 5 6 2 5z i i i i i i i= + − − = + − + = + − = − +   
ញ) 2 2(2 ) 4 4 4 4 1 3 4z i i i i i= − = − + = − − = −    
ដ) 2 2(1 3 ) 1 6 9 1 6 9 8 6z i i i i i= − = − + = − − = − −    
ឋ) 2 2(7 3 ) 49 42 9 49 42 9 40 42z i i i i i= + = + + = + − = +   

ឌ) 3 2 3(2 ) 8 12 6 8 12 6 2 11z i i i i i i i= + = + + + = + − − = +    

ឍ) 3 2 3(1 2 ) 1 6 12 8 1 6 12 8 11 2z i i i i i i i= − = − + − = − − + = − +    

ណ) 3 2 3(1 ) 1 3 3 1 3 3 2 2z i i i i i i i= + = + + + = + − − = − +   

ត) 2(1 )(1 2 )(1 3 ) (1 2 2 )(1 3 ) ( 1 3 )(1 3 ) 10z i i i i i i i i i= + + + = + + + + = − + + = −    

ថ) 2(1 )(2 )(3 2 ) (2 2 )(3 2 ) (3 )(3 2 )z i i i i i i i i i= − + − = + − − − = − −      

       29 6 3 2 7 9i i i i= − − + = −   
ទ) 2 2(2 )(1 2 ) (2 )(1 4 4 ) (2 )( 3 4 )z i i i i i i i= + + = + + + = + − +   

       26 8 3 4 10 5i i i i= − + − + = − +  

ធ)
2

2
1 3 (1 3 )(2 ) 2 6 3 5 5 1
2 (2 )(2 ) 54

i i i i i i iz i
i i i i

+ + − − + − +
= = = = = +

+ + − −
   

ន)
2

2
9 7 (9 7 )(3 2 ) 27 18 21 14 13 39 1 3
3 2 (3 2 )(3 2 ) 139 4

i i i i i i iz i
i i i i

+ + + + + + +
= = = = = +

− − + −
  ។ 
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លហំត ទ់០២ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2( 1) ( 3)z x i y= + + −   និង 3(4 ) (5 )w x i y= − + −    

ែដល ,x y∈y   ។  កំណតពីរចំនួនពិត x  និង y  េដីម្បីឲ្z w=   ។ 

ដំេណាះ្រ 

កំណតពីរចំនួនពតិ x  និង y  េដីម្បីឲ្z w=    

េយងីមាន 2( 1) ( 3)z x i y= + + −   និង 3(4 ) (5 )w x i y= − + −   ែដល ,x y∈y    

េយងីបានz w=   សមមូល 2( 1) ( 3) 3(4 ) (5 )x i y x i y+ + − = − + −    

េគទញបាន 2( 1) 3(4 )
3 5

x x
y y

+ = −


− = −
  

សមមូល 2 2 12 3
2 8

x x
y
+ = −


=

   សមមូល 
10 2
5
8 4
2

x

y

 = =

 = =


  

ដូចេនះ 2x =  និង 4y =  ។ 

លហំត ទ់០៣ 

កំណតពីរចំនួនពតិ x  និង y  េដីម្បីឲ្z w=   ក�ុងករណីនីមួយៗខងេ្រក 
ក) 3( 2) (2 1)z x i y= − + +   និង (2 3) 3 ( 1)w x i y= − + −   ។ 

ខ) 2( ) ( )z x y i x y= + + −   និង 2(4 3 )w i= +   ។ 

គ) (2 3 ) ( 2 )z x y i x y= + + +   និង 
3 11
2 3

iw
i

+
=

+
  ។ 

ឃ) 3( 1) (2 3)z x y i x y= + − + + −  និង 2( 1) (3 4 )w x i x y= + + −  ។ 

ង) ( )(1 )z x i iy= + +   និង 
7 11
4

iw
i

+
=

−
  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

កំណតពីរចំនួនពតិ x  និង y  េដីម្បីឲ្z w=    

ក) 3( 2) (2 1)z x i y= − + +   និង (2 3) 3 ( 1)w x i y= − + −    

េយងីបាន ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 1 2 3 3 1x i y x i y− + + = − + −   សមមូល 3( 2) 2 3
2 1 3( 1)

x x
y y
− = −


+ = −

  

សមមូល 3 6 2 3
2 1 3 3
x x
y y
− = −


+ = −

   សមមូល 3
4

x
y
=


=

  

ដូចេនះ 3 , 4x y= =   ។ 

ខ) 2( ) ( )z x y i x y= + + −   និង 2(4 3 )w i= +    

េយងីបាន ( ) ( )2 2(4 3 )x y i x y i+ + − = +  សមមូល 4 (1)
6 (2)

x y
x y
+ =


− =

   

បូកសមីក( )1  និង( )2  េយងីបាន2 10x =  េនាះ 5x =   យកជំនួសក�ុង( )1  
េគបា5 4y+ =  េនាះ 1y = −   

ដូចេនះ 5 , 1x y= = −  ។ 

គ) (2 3 ) ( 2 )z x y i x y= + + +   និង 
3 11
2 3

iw
i

+
=

+
   

េគមាន
2

2
3 11 (3 11 )(2 3 ) 6 9 22 33 39 13 3
2 3 (2 3 )(2 3 ) 134 9

i i i i i i iw i
i i i i

+ + − − + − +
= = = = = +

+ + − −
  

េយងីបាន( ) ( )2 3 2 3x y i x y i+ + + = +   សមមូល ( )
( )

2 3 3 1
2 1 2

x y
x y
 + =


+ =
  

សមមូល ( )
( )

2 3 3 1
2 4 2 2
x y
x y

− − = −


+ =
  

បូកសមីក( )1  និង( )2  េយងីបាន 1y = −   យកជួសក�ុង( )2  េយងីបា 2 1x − =   
េនាេគទញបា 3x =  ។ ដូចេនះ 3 , 1x y= = −  ។  
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ឃ) 3( 1) (2 3)z x y i x y= + − + + −  និង 2( 1) (3 4 )w x i x y= + + −   

េយងីបាន 3( 1) (2 3) 2( 1) (3 4 )x y i x y x i x y+ − + + − = + + −    

សមមូល   3( 1) 2( 1)
2 3 3 4

x y x
x y x y
+ − = +


+ − = −

  

សមមូល ( )
( )

3 5 1
5 3 2

x y
x y

 + =

− + =

  

បូកសមីករពីរេនះេគបា8 8y =  េនាះ 1y =  យកជួសក�ុង( )1  េគបាន 3 5x + =  
េនាះ 2x =  ។ដូចេនះ 2 , 1x y= =  ។ 

ង) ( )(1 )z x i iy= + +   និង 
7 11
4

iw
i

+
=

−
   

េយងីមាន 2( )(1 ) ( ) ( 1)z x i iy x ixy i i y x y i xy= + + = + + + = − + +    

េហយី 
2

2
7 11 (7 11 )(4 ) 28 7 44 11 17 51 1 3
4 (4 )(4 ) 1716

i i i i i i iw i
i i i i

+ + + + + + +
= = = = = +

− − + −
  

េយងីបាន( ) ( 1) 1 3x y i xy i− + + = +  សមមូល 1
1 3

x y
xy
− =


+ =

  ឬ   ( )
( )

1 1
2 0 2

y x
xy
 = −


− =
  

យកសមីក(1)ជំនួសក�ុង( )2 េគបាន ( 1) 2 0x x − − =   ឬ 2 2 0x x− − =  
េនាះេគទ 1 21 , 2x x= − =   ។ 

ចំេពះ 1x = −   ត ( )1  េគទញបា 1 1 2y = − − = −  េហយីចំេពះ 2x =  ត( )2  
េគទញបា 2 1 1y = − =  ។  

ដូចេនះ 1 , 2x y= − = −    ឬ 2 , 1x y= =    ។ 
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លហំត ទ់០៤ 

ចូរកំណតពីរចំនួនពតិ a  និង b  ែដលេផ��ងផា�ត់សមីករខងេ្រ  

ក)2( ) 3( ) 10 3a ib a ib i+ + − = −                                      
ខ)(3 2 ) (1 3 ) 7 12i a i b i+ + − = +   

គ)(1 )( ) (3 2 )( ) 14 5i a ib i a ib i+ + + + − = +                          
ឃ)3( ) 2 ( ) 8 7a ib i a ib i+ + − = +   

ង) 2(3 )
1 3 2
a ib a ib i

i i i
+ − −

+ =
+ + +

    ។ 

ដំេណាះ្រ 

កំណតពីរចំនួនពតិ a  និង b  ែដលេផ��ងផា�ត់សមីករខងេ្រ  

ក)2( ) 3( ) 10 3a ib a ib i+ + − = −   

សមមូល 2 2 3 3 10 3a ib a ib i+ + − = −   សមមូល 5 10 3a ib i− = −   េនាះេគទ
5 10

3
a
b
=


− = −

  ឬ 2
3

a
b
=


=

  

ដូចេនះ 2 , 3a b= =   ។                                    

ខ)(3 2 ) (1 3 ) 7 12i a i b i+ + − = +   

សមមូល 3 2 3 7 12a ia b ib i+ + − = +    សមមូល (3 ) (2 3 ) 7 12a b i a b i+ + − = +   

េគទញ 3 7
2 3 12
a b
a b
+ =


− =

   បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួ 3 , 2a b= = −   ។ 

គ)(1 )( ) (3 2 )( ) 14 5i a ib i a ib i+ + + + − = +      

សមមូល 3 3 2 2 14 5a ib ia b a ib ia b i+ + − + − + + = +   សមមូល 
(4 ) (3 2 ) 14 5a b i a b i+ + − = +   



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រប់ថា �ក់ទ១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 35 
 

េគទញបា 4 14
3 2 5

a b
a b
+ =


− =

    បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួ 3 , 2a b= =    ។                      

ឃ)3( ) 2 ( ) 8 7a ib i a ib i+ + − = +   

សមមូល 3 3 2 2 8 7a ib ia b i+ + + = +    សមមូល (3 2 ) (2 3 ) 8 7a b i a b i+ + + = +   

េគទញ 3 2 8
2 3 7
a b
a b
+ =


+ =

   បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួ 2 , 1a b= =   ។ 

ង) 2(3 )
1 3 2
a ib a ib i

i i i
+ − −

+ =
+ + +

     

សមមូល ( )(1 ) ( )(3 ) 2(3 )(2 )
(1 )(1 ) (3 )(3 ) (2 )(2 )
a ib i a ib i i i

i i i i i i
+ − − − − −

+ =
+ − + − + −

  

សមមូល 3 3 12 6 4 2
2 10 5

a ia ib b a ia ib b i i− + + − − − − − −
+ =    

សមមូល  5 5 5 5 3 3 20 20a ia ib b a ia ib b i− + + + − − − = −  សមមូល 
(8 4 ) ( 6 8 ) 20 20a b i a b i+ + − + = −   

េគទញបា 8 4 20
6 2 20
a b

a b
+ =


− + = −

  បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួ 3 , 1a b= = −  ។ 

លហំត ទ់០៥ 

េគឲ្យសមីក( ) 2: 0E z mz n+ + =   ែដល ,m n∈   ។ កំណតតៃម� m   និង n   
េដយដឹងថា 1 2z i= +  ជាប�សមួយរបស់សមីក( )E   រចួគណនាប�ស 2z មួយេទៀត 

ចំេពះតៃម�m   និង n   េទីបរកេឃញីខងេលី 

ដំេណាះ្រ 

កំណត់តៃម� m   និង n    

េដីម្បីឲ្ 1 2z i= +  ជាប�សមីក ( )E  លុះ្រតែតវេផ�� ងផា�ត់នឹងស( )E  ។ 
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េគបាន( ) ( )22 2 0i m i n+ + + + =    

            4 4 1 2 0
(3 2 ) (4 ) 0

i m mi n
m n i m

+ − + + + =
+ + + + =

  

េគទញបា 3 2 0
4 0

m n
m

+ + =


+ =
   សមមូល 4

2 3 8 3 5
m
n m

= −


= − − = − =
  

ដូចេនះ 4 , 5m n= − =   ។ 

គណនា��ស 2z   ៖ 

តម្រទស�ីបទែវ្យតអនុវត�ន៍ក�ុងសមី ( )E  េគបាន 1 2 4z z m+ = − =  
េនាះេគទ 2 14 4 (2 ) 2z z i i= − = − + = − ។ 

ដូចេនះប�ស 2z  មួយេទៀតរបស់សមីករគឺ 2 2z i= −   ។  

លហំត ទ់០៦ 

េគឲ្យសមីក( ) 2: 0E z mz n+ + =   ែដល ,m n∈   ។ កំណតតៃម� m   និង n   
េដយដឹងថ 1 3 2z i= −  ជាប�សមួយរបស់សមីក( )E  រចួរកប�ស 2z  មួយេទៀត 

ចំេពះតៃម�m   និង n   េទីបរកេឃញីខងេលី 

ដំេណា្រស 

កំណត់តៃម� m   និង n    

េដីម្បីឲ្ 1 3 2z i= −  ជាប�សមីក ( )E  លុះ្រតែតវេផ�� ងផា�ត់នឹងស( )E  ។ 

េគបាន( ) ( )23 2 3 2 0i m i n− + − + =    

            9 12 4 3 2 0
(5 3 ) ( 12 2 ) 0

i m im n
m n i m

− − + − + =
+ + + − − =
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េគទញបា 5 3 0
12 2 0

m n
m

+ + =

− − =

   សមមូល 6
3 5 18 5 13

m
n m

= −


= − − = − =
  

ដូចេនះ 6 , 13m n= − =   ។ 

គណនា�� 2z   ៖ 

តម្រទស�ីបទែវ្យតអនុវត�ន៍ក�ុងសមី ( )E  េគបាន 1 2 6z z m+ = − =  
េនាះេគទ 2 16 6 (3 2 ) 3 2z z i i= − = − − = + ។ 

ដូចេនះប�ស 2z  មួយេទៀតរបស់សមីករគឺ 2 3 2z i= +   ។  

លហំត ទ់០៧ 

ចូរេដះ្រសយសមីករដឺេ្រកទីពីរខងេ្រកមេនះក�ុងសំណ ំចំនួនក 

ក) 2 2 5 0z z− + =   ខ) 2 4 13 0z z+ + =  
គ) 2 6 10 0z z− + =   ឃ) 2 4 5 0z z− + =  
ង) 2 8 25 0z z− + =   ច) 2 10 41 0z z+ + =   

ឆ) 22 6 5 0z z− + =   ជ) 24 4 17 0z z− + =  
ឈ) 24 12 25 0z z+ + =   ញ) 29 6 10 0z z− + =  
ដ) 29 42 50 0z z− + =   ឋ) 225 10 37 0z z− + =   

ឌ) 2 2(1 3 ) 1 6 0z i z i− + + + =  ធ) 2 (3 2 ) 1 3 0z i z i− + + + =   

ណ) 2 2 8 0z iz− + =  

ដំេណាះ្រ 

េដះ្រសយសមីករដឺេ្រកទីពីរខងេ្រកមេនះក�ុងសំណ ផំ�ិច ៖ 

ក) 2 2 5 0z z− + =     
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េគមាន  2 2 2' ' ( 1) (1)(5) 1 5 4 4b ac i∆ = − = − − = − = − =    

េនាះេគទញប�
1

2

' ' 1 2

' ' 1 2

bz i
a

bz i
a

 − − ∆
= = −


 − + ∆

= = +


  

ដូចេនះ 1 21 2 , 1 2z i z i= − = +   ។  

ខ) 2 4 13 0z z+ + =   

េគមាន  2 2 2' ' (4) (1)(13) 4 13 9 9b ac i∆ = − = − = − = − =    

េនាះេគទញប�
1

2

' ' 2 3

' ' 2 3

bz i
a

bz i
a

 − − ∆
= = − −


 − + ∆

= = − +


  

ដូចេនះ 1 22 3 , 2 3z i z i= − − = − +   ។  

គ) 2 6 10 0z z− + =   

េគមាន  2 2 2' ' ( 3) (1)(10) 9 10 1b ac i∆ = − = − − = − = − =    

េនាះេគទញប�
1

2

' ' 3

' ' 3

bz i
a

bz i
a

 − − ∆
= = −


 − + ∆

= = +


  

ដូចេនះ 1 23 , 3z i z i= − = +   ។ 

ឃ) 2 4 5 0z z− + =   
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េគមាន  2 2 2' ' (4) (1)(5) 4 5 1b ac i∆ = − = − = − = − =   េនាះេគទញប�

1

2

' ' 2

' ' 2

bz i
a

bz i
a

 − − ∆
= = −


 − + ∆

= = +


  

ដូចេនះ 1 22 , 2z i z i= − = +   ។  

ង) 2 8 25 0z z− + =   

េគមាន  2 2 2' ' ( 4) (1)(25) 16 25 9 9b ac i∆ = − = − − = − = − =   េនាះេគទញប�

1

2

' ' 4 3

' ' 4 3

bz i
a

bz i
a

 − − ∆
= = −


 − + ∆

= = +


  

ដូចេនះ 1 24 3 , 4 3z i z i= − = +   ។  

ច) 2 10 41 0z z+ + =   

មាន  2 2 2' ' (5) (1)(41) 25 41 16 16b ac i∆ = − = − = − = − =   េនាះេគទញប�

1

2

' ' 5 4

' ' 5 4

bz i
a

bz i
a

 − − ∆
= = − −


 − + ∆

= = − +


  

ដូចេនះ 1 25 4 , 5 4z i z i= − − = − +   ។ 

ឆ) 22 6 5 0z z− + =  មាន  2 2 2' ' ( 3) (2)(5) 9 10 1b ac i∆ = − = − − = − = − =   

េនាះេគទញប�
1

2

' ' 3
2

' ' 3
2

b iz
a

b iz
a

 − − ∆ −
= =


 − + ∆ +

= =

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ដូចេនះ 1 2
3 1 3 1,
2 2 2 2

z i z i= − = +   ។  

ជ) 24 4 17 0z z− + =  មាន  2 2 2' ' ( 2) (4)(17) 4 68 64 64b ac i∆ = − = − − = − = − =    

េនាះេគទញប�
1

2

' ' 2 8 1 2
4 2

' ' 2 8 1 2
4 2

b iz i
a

b iz i
a

 − − ∆ −
= = = −


 − + ∆ +

= = = +


  

ដូចេនះ 1 2
1 12 , 2
2 2

z i z i= − = +   ។  

ឈ) 24 12 25 0z z+ + =   

េគមាន 2 2 2' ' (6) (4)(25) 36 100 64 64b ac i∆ = − = − = − = − =    

េនាះេគទញប�
1

2

' ' 6 8 3 2
4 2

' ' 6 8 3 2
4 2

b iz i
a

b iz i
a

 − − ∆ − −
= = = − −


 − + ∆ − +

= = = − +


  

ដូចេនះ 1 2
3 32 , 2
2 2

z i z i= − − = − +   ។ 

ញ) 29 6 10 0z z− + =   

មាន  2 2 2' ' ( 3) (9)(10) 9 90 81 81b ac i∆ = − = − − = − = − =   េនាះេគទញប�

1

2

' ' 3 9
9

' ' 3 9
9

b iz
a

b iz
a

 − − ∆ −
= =


 − + ∆ +

= =


  

ដូចេនះ 1 2
1 1,
3 3

z i z i= − = +   ។  

ដ) 29 42 50 0z z− + =   
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មាន  2 2 2' ' ( 21) (9)(50) 441 450 9 9b ac i∆ = − = − − = − = − =   េនាះេគទញប�

1

2

' ' 21 3
9

' ' 21 3
9

b iz
a

b iz
a

 − − ∆ −
= =


 − + ∆ +

= =


  

ដូចេនះ 1 2
7 1 7 1,
3 3 3 3

z i z i= − = +   ។  

ឋ) 225 10 37 0z z− + =   

មាន  2 2 2' ' ( 5) (25)(37) 900 900b ac i∆ = − = − − = − =   េនាះេគទញប�

1

2

' ' 5 30
25

' ' 5 30
25

b iz
a

b iz
a

 − − ∆ −
= =


 − + ∆ +

= =


  

ដូចេនះ 1 2
1 6 1 6,
5 5 5 5

z i z i= − = +   ។ 

ឌ) 2 2(1 3 ) 1 6 0z i z i− + + + =  

មាន  2 2 2' ' (1 3 ) (1 6 ) 9b ac i i i∆ = − = + − + =   េនាះេគទញប�

1

2

' ' 1 3 3 1

' ' 1 3 3 1 6

bz i i
a

bz i i i
a

 − − ∆
= = + − =


 − + ∆

= = + + = +


  

ដូចេនះ 1 21 , 1 6z z i= = +   ។ 

ធ) 2 (3 2 ) 1 3 0z i z i− + + + =   

2(3 2 ) 4(1 3 ) 9 12 4 4 12 1i i i i∆ = + − + = + − − − =   
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េនាះេគទញប�
1

2

3 2 1 1
2

3 2 1 2
2

iz i

iz i

+ − = = +


+ + = = +

  

ដូចេនះ 1 21 , 2z i z i= + = +   ។  

ណ) 2 2 8 0z iz− + =  

2 2' ( i) 8 9 9i∆ = − − = − =   េនាះេគទញប� 1

2

3 2
3 4

z i i i
z i i i

= − = −
 = + =

  

ដូចេនះ 1 22 , 4z i z i= − =  ។ 

លហំត ទ់០៨ 

េដះ្រសយរបព័ន�សមីករខងេ្រកមក�ុងសំណ ំចំនួន៖ 

(ែដល 1z  និង 2z   ជាចំនួនកុំផ�ិច)  

ក) 1 2

1 2

1 2
2 3 4

z i z i
i z z i
+ = − +


− = − −

  ខ) 1 2

1 2

(1 ) 2 6 2
(3 2 ) 4 3

i z z i
i z z i

+ + = −


+ + = +
  

គ) 1 2

1 2

2 (3 ) 2(5 )
3 (1 ) 7 8

z i z i
z i z i
+ − = −


+ + = +

  ឃ) 1 2

1 2

2 3 10 7
(1 ) (1 ) 2(4 )

z z i
i z i z i
+ = +


+ + − = +

  

ង) 1 2

1 2

(1 ) (3 2 ) 10(1 )
(1 2 ) (1 3 ) 5(2 )

i z i z i
i z i z i

+ + − = +


+ + − = +
  

ដំេណាះ្រ 

េដះ្រសយរបព័ន�សមីករខងេ្រកមក�ុងសំ កុំផ�ិច៖ 

 (ែដល 1z  និង 2z   ជាចំនួនកុំផ�ិច។ 

ក) 1 2

1 2

1 2
2 3 4

z i z i
i z z i
+ = − +


− = − −
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គណនា 21 2 1
2
i

D i
i

= = − − = −
−

  

            
1

1 2 2 4 3 4 2
3 4 2z

i i
D i i i

i
− +

= = − + − = − −
− − −

  

       
2

1 1 2 3 4 2 1 3
3 4z

i
D i i i

i i
− +

= = − − + + = − −
− −

   

ដូចេនះ 1 2
1 22 , 1 3z zD D

z i z i
D D

= = + = = +     ។ 

ខ) 1 2

1 2

(1 ) 2 6 2
(3 2 ) 4 3

i z z i
i z z i

+ + = −


+ + = +
  

គណនា 1 2 1 6 4 5 3
3 2 1

i
D i i i

i
+

= = + − − = − −
+

  

            
1

6 2 2 6 2 8 6 2 8
4 3 1z

i
D i i i

i
−

= = − − − = − −
+

  

       

2

1 1 6 2 (1 )(4 3 ) (3 2 )(6 2 ) 4 3 4 3 18 6 12 4
3 2 4 3z

i
D i i i i i i i i

i i
+ −

= = + + − + − = + + − − + − −
+ +

   

ដូចេនះ 1 2
1 2

2 8 211 , 3 2
5 3 5 3

z zD Di iz i z i
D i D i

− − − +
= = = + = = = −

− − − −
    ។ 

គ) 1 2

1 2

2 (3 ) 2(5 )
3 (1 ) 7 8

z i z i
z i z i
+ − = −


+ + = +

  

គណនា 2 3 2 2 9 3 7 5
3 1

i
D i i i

i
−

= = + − + = − +
+

  

          
1

2(5 ) 3 2(5 )(1 ) (3 )(7 8 )
7 8 1z

i i
D i i i i

i i
− −

= = − + − − +
+ +

  



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រប់ថា �ក់ទ១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 44 
 

        
1

10 10 2 2 21 24 7 8 17 9zD i i i i i= + − + − − + − = − −   

       
2

2 2(5 ) 14 16 30 6 16 22
3 7 8z

i
D i i i

i
−

= = + − + = − +
+

   

ដូចេនះ 1 2
1 2

17 9 16 221 2 , 3
7 5 7 5

z zD Di iz i z i
D i D i

− − − +
= = = + = = = −

− + − +
    ។ 

ឃ) 1 2

1 2

2 3 10 7
(1 ) (1 ) 2(4 )

z z i
i z i z i
+ = +


+ + − = +

  

គណនា 2 3 2 2 3 3 1 5
1 1

D i i i
i i

= = − − − = − −
+ −

  

            ( )1

10 7 3
10 10 7 7 24 6 7 92 4 1z

i
D i i i i

i i
+

= = − + + − − = − −
+ −

  

       
2

2 10 7 16 4 10 7 10 7 13 13
1 2(4 )z

i
D i i i i

i i
+

= = + − − − + = −
+ +

   

ដូចេនះ 1 2
1 2

7 9 13 132 , 2 3
1 5 1 5

z zD Di iz i z i
D i D i

− − −
= = = − = = = +

− − − −
    ។ 

ង) 1 2

1 2

(1 ) (3 2 ) 10(1 )
(1 2 ) (1 3 ) 5(2 )

i z i z i
i z i z i

+ + − = +


+ + − = +
  

គណនា
1 3 2 (1 )(1 3 ) (1 2 )(3 2 ) 4 2 7 4 3 6
1 2 1 3

i iD i i i i i i i
i i

+ −
= = + − − + − = − − − = − −

+ −

1

10(1 ) 3 2 10(1 )(1 3 ) 5(2 )(3 2 )
5(2 ) 1 3z

i i
D i i i i

i i
+ −

= = + − − + −
+ −

  

      40 20 40 5 15i i i= − − + = −  

2

1 10(1 ) 5(1 )(2 ) 10(1 )(1 2 ) 15 15
1 2 5(2 )z

i i
D i i i i i

i i
+ +

= = + + − + + = −
+ +

   

ដូចេនះ 1 2
1 2

15 15 152 , 1 3
3 6 3 6

z zD Di iz i z i
D i D i

− −
= = = + = = = +

− − − −
    ។ 
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លហំត ទ់០៩ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2x i= +   និង 1 3y i= −   ។ ចូរសរេសរ 2 2z x xy y= + +   
ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

ដំេណាះ្រ 

សរេសរ 2 2z x xy y= + +   ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

េយងីមាន 2x i= +   និង 1 3y i= −    

េយងីបាន 2 2(2 ) (2 )(1 3 ) (1 3 )z i i i i= + + + − + −   
                4 4 1 2 6 3 1 6 9 7i i i i i= + − + − + + + − − = −   
ដូចេនះ 7z i= −   ។ 

លហំត ទ់១០ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 3 2x i= +   និង 1 3y i= +   ។ ចូរសរេសរ 2 2z x xy y= − +   
ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

ដំេណាះ្រ 

សរេសរ 2 2z x xy y= − +   ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

េយងីមា 3 2x i= +   និង 1 3y i= +    

េយងីបាន 2 2(3 2 ) (3 2 )(1 3 ) (1 3 )z i i i i= + − + + + −   

                9 12 4 3 9 2 6 1 6 9 5i i i i i= + − − − − + + − − = −   

ដូចេនះ 5z i= −   ។ 
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លហំត ទ់១១ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 , 1 2a i b i= + = +   និង 1 3c i= +   ។ 

ក)ចូរសរេសរ ,u a b c v ab bc ac= + + = + +   និង w abc=       

    ជាទ្រមង់ពីជគ ត ។ 

ខ)កំណតែផ�កពតិ និង ែផ�កនិម�តិៃនចំនួនកុំផ�ចិ 2 2 2z u v w= + +   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)សរេសរ ,u a b c v ab bc ac= + + = + +   និង w abc=   ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីបាន (1 ) (1 2 ) (1 3 ) 3 6u i i i i= + + + + + = +   
              (1 )(1 2 ) (1 2 )(1 3 ) (1 )(1 3 )v i i i i i i= + + + + + + + +   
              1 3 5 5 2 4 8 12i i i i= − + − + − + = − +  

             2(1 )(1 2 )(1 3 ) (1 2 2)(1 3 ) 1 9 10w i i i i i i i= + + + = + + − + = − + = −   

ដូចេនះ 3 6 , 8 12 , 10u i v i w= + = − + = −  ។ 

ខ)កំណត់ែផ�កពិត និង ែផ�កនិម�ិតៃនចំនួនកុំផ�ិ ច 2 2 2z u v w= + +    

េយងីបាន 2 2 2(3 6 ) ( 8 12 ) ( 10)z i i= + + − + + −   
                9 36 36 64 192 144 100i i= + − + − − +  
ដូចេនះ  7 156z i= − −   េហយីែផ�កពិត Re( ) 7z = −  និងែផ�កនិម�ិត Im( ) 156z = −   
លហំត ទ់១២ 

េគឲ្យសមីករដឺេ្រកទីព( ) 2: (3 2 ) 5(1 ) 0E z i z i− − + − =   ។ 

ក)ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  215 8 (1 4 )i i− + = +   ។ 

ខ)េដះ្រសយសម( )E  ក�ុងសំណំុចំនួនកុផំ�ិចេដយសរេសរប�ស 1z  និង 2z   

     ជាទ្រមង់ពីជគណិ  
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ដំេណាះ្រ 

ក)េផ��ងផា�ត ់ថ 215 8 (1 4 )i i− + = +    

េយងីមាន( )21 4 1 8 16 15 8i i i+ = + − = − +   

ដូចេនះ 215 8 (1 4 )i i− + = +   ។ 

ខ)េដះ្រសយសម( )E  េដយសរេសរ��ស 1z  និង 2z ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

( ) 2: (3 2 ) 5(1 ) 0E z i z i− − + − =  

េយងីមាន ( )22(3 2 ) 20(1 ) 9 12 4 20 20 15 8 1 4i i i i i i∆ = − − − = − − − + = − + = +   

េគទញប�ស
1

2

3 2 1 4 1 3
2

3 2 1 4 2
2

i iz i

i iz i

− − − = = −


− + + = = +

  

ដូចេនះ 1 21 3 , 2z i z i= − = +   ។ 

លហំត ទ់១៣ 

េគឲ្យសមីករដឺេ្រកទីព( ) 2: (5 3 ) 4 7 0E z i z i− + + + =   ។ 

ក)ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  22 (1 )i i= +   ។ 

ខ)េដះ្រសយសម( )E  ក�ុងសំណំុចំនួនកុផំ�ិចេដយសរេសរបស 1z  និង 2z   

    ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

ដំេណាះ្រ 

ក)េផ��ងផា�ត ់ 22 (1 )i i= +    

េយងីមាន( )21 1 2 1 2i i i+ = + − =   
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ដូចេនះ 22 (1 )i i= +   ។ 

ខ)េដះ្រសយសម( )E  េដយសរេសរ��ស 1z  និង 2z  ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

( ) 2: (5 3 ) 4 7 0E z i z i− + + + =    

េយងីមា 2 2(5 3 ) 4(4 7 ) 25 30 9 16 28 2 (1 )i i i i i i∆ = + − + = + − − − = = +   

េគទញប�ស
1

2

5 3 1 2
2

5 3 1 3 2
2

i iz i

i iz i

+ − − = = +


+ + + = = +

  

ដូចេនះ 1 22 , 3 2z i z i= + = +    ។ 

លហំត ទ់១៤ 

េគឲ្យសមីរដឺេ្រកទីពីរ( ) 2: (2 ) (2 11 ) 7 9 0E i z i z i+ − + − + =   ។ 

ក) េដះ្រសយសម( )E  ក�ុងសំណំុចំនួនកុំផ�ិចេដយសរេសរប�ស 1z  និង 2z   

     ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

ខ)ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  2 2
1 1 2 2 4 9z z z z i− + = − +   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក) េដះ្រសយសម( )E  េដយសរេសរ��ស 1z  និង 2z  ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

( ) 2: (2 ) (2 11 ) 7 9 0E i z i z i+ − + − + =    

េយងីមា 2 2(2 11 ) 4(2 )( 7 9 )i i i∆ = + − + − +   

               4 44 121 56 72 28 36
25 25

i i i
i

= + − + − + +
= − =
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េគទញប�ស
1

2

2 11 5 (1 3 )(2 ) 2 6 3 1
2(2 ) (2 )(2 ) 5

2 11 5 (1 8 )(2 ) 2 16 8 2 3
2(2 ) (2 )(2 ) 5

i i i i i iz i
i i i

i i i i i iz i
i i i

+ − + − − + + = = = = + + + −
+ + + − − + + = = = = + + + −

  

ដូចេនះ 1 21 , 2 3z i z i= + = +  ។ 

ខ)េផ��ងផា�ត ់ 2 2
1 1 2 2 4 9z z z z i− + = − +    

េយងីបាន ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 3 2 3z z z z i i i i− + = + − + + + +   

                                  1 2 1 2 3 2 3 4 12 9i i i i= + − − − − + + + −  
ដូចេនះ 2 2

1 1 2 2 4 9z z z z i− + = − +   ។ 

លហំត ទ់១៥ 

ចូរគណនាប�សកេរៃនចំនួនកុំផ�ិចខងេ្ 

ក) 3 4z i= +   ខ) 8 6z i= +   

គ) 5 12z i= − +   ឃ) 48 14z i= −   

ង) 24 10z i= − −   ច) 8 6z i= − −   

ឆ) 5 12z i= − −   ជ) 35 12z i= −   

ឈ) 40 42z i= +   ញ) 16 30z i= −    

ដ) 12 16z i= − +   ឌ) 45 28z i= +   

ឍ) 33 56z i= −   ណ) 32 126z i= − −   

ដំេណាះ្រ 

គណនាប�សកេរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រក 

ក) 3 4z i= +   
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តង , ,kw x iy x y= + ∈y   ជាប�សកេរៃនចំនួនកុំផ� 3 4z i= +  េនាះេគបា
2

kw z=   ឬ ( )2 3 4x iy i+ = +   

សមមូល ( ) ( )2 2 2 3 4x y i xy i− + = +   េនាះេគទ
2 2 3

2 4
x y
xy

 − =


=
   

 ឬ  
( )

( )

2 2 3 1
2 2

x y

y
x

 − =



=

  

យកសមីក( )2  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន 2
2

4 3x
x

− =    ឬ 4 23 4 0x x− − =   

សមមូល ( ) ( )2 21 4 0x x+ − =   េនាះេគទ
2

2

1 0
4 0

x
x
 + =


− =
   

សមមូល 1 22 , 2x x= − =    េ្រព 2 1 0x + =  គា�ន ប�។ 

ចំេពះ 1 2x = −   េនាះ 1
1

2 1y
x

= = −    េហយី 2 2x =    េនាះ 2
2

2 1y
x

= =   ។ 

ដូចេនះ 1 22 , 2w i w i= − − = +    ជាប�សកេរ 3 4z i= +  ។  

ខ) 8 6z i= +   

តង , ,kw x iy x y= + ∈y   ជាប�សកេរៃនចំនួនកុំផ� 8 6z i= +  េនាះេគបា
2

kw z=   ឬ ( )2 8 6x iy i+ = +   

សមមូល ( ) ( )2 2 2 8 6x y i xy i− + = +   េនាះេគទ
2 2 8

2 6
x y
xy

 − =


=
   

 ឬ  
( )

( )

2 2 8 1
3 2

x y

y
x

 − =



=

  

យកសមីក( )2  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន 2
2

9 8x
x

− =    ឬ 4 28 9 0x x− − =   
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សមមូល ( ) ( )2 21 9 0x x+ − =   េនាះេគទ
2

2

1 0
9 0

x
x
 + =


− =
   

សមមូល 1 23 , 3x x= − =    េ្រព 2 1 0x + =  គា�ន ប�។ 

ចំេពះ 1 3x = −   េនាះ 1
1

3 1y
x

= = −    េហយី 2 3x =    េនាះ 2
2

3 1y
x

= =   ។ 

ដូចេនះ 1 23 , 3w i w i= − − = +    ជាប�សកេរ 8 6z i= +  ។  

គ) 5 12z i= − +   

តង , ,kw x iy x y= + ∈y   ជាប�សកេរៃនចំនួនកុំផ� 5 12z i= − +  េនាះេគបា
2

kw z=   ឬ ( )2 5 12x iy i+ = − +   

សមមូល ( ) ( )2 2 2 5 12x y i xy i− + = − +   េនាះេគទ
2 2 5

2 12
x y
xy

 − = −


=
    

ឬ  
( )

( )

2 2 5 1
6 2

x y

y
x

 − = −



=

  

យកសមីក( )2  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន 2
2

36 5x
x

− = −    ឬ 4 25 36 0x x+ − =   

សមមូល ( ) ( )2 29 4 0x x+ − =   េនាះេគទ
2

2

9 0
4 0

x
x
 + =


− =
  សមមូល 

1 22 , 2x x= − =    េ្រព 2 9 0x + =  គា�ន ប�។ 

ចំេពះ 1 2x = −   េនាះ 1
1

6 3y
x

= = −    េហយី 2 2x =    េនាះ 2
2

6 3y
x

= =   ។ 

ដូចេនះ 1 22 3 , 2 3w i w i= − − = +    ជាប�សកេរ 5 12z i= − +  ។ 

ឃ) 48 14z i= −   
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តង , ,kw x iy x y= + ∈y   ជាប�សកេរៃនចំនួនកុំផ� 48 14z i= −  េនាះេគបា
2

kw z=   ឬ ( )2 48 14x iy i+ = −   

សមមូល ( ) ( )2 2 2 48 14x y i xy i− + = −   េនាះេគទ
2 2 48

2 14
x y
xy

 − =


= −
    

ឬ  
( )

( )

2 2 48 1
7 2

x y

y
x

 − =



= −

  

យកសមីក( )2  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន 2
2

49 48x
x

− =    ឬ 4 248 49 0x x− − =   

សមមូល ( ) ( )2 21 49 0x x+ − =   េនាះេគទ
2

2

1 0
49 0

x
x
 + =


− =
  

សមមូល 1 27 , 7x x= − =    ។ 

ចំេពះ 1 7x = −   េនាះ 1
1

7 1y
x

= − =    េហយី 2 7x =    េនាះ 2
2

7 1y
x

= − = −   ។ 

ដូចេនះ 1 27 , 7w i w i= − + = −    ជាប�សកេរ 48 14z i= −  ។  

ង) 24 10z i= − −     

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 1 5w i= −    និង   2 1 5w i= − +   ។  

ច) 8 6z i= − −    

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 1 3w i= −    និង   2 1 3w i= − +   ។  

ឆ) 5 12z i= − −   

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 2 3w i= −    និង   2 2 3w i= − +   ។   

ជ) 35 12z i= −    
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បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 6w i= −    និង   2 6w i= − +   ។   

ឈ) 40 42z i= +    

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 7 3w i= +    និង   2 7 3w i= − −   ។  

ញ) 16 30z i= −    

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 5 3w i= −    និង   2 5 3w i= − +   ។   

ដ) 12 16z i= − +    

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 2 4w i= +    និង   2 2 4w i= − −   ។   

ឌ) 45 28z i= +    

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 7 2w i= +    និង   2 7 2w i= − −   ។  

ឍ) 33 56z i= −    

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 7 4w i= −    និង   2 7 4w i= − +   ។   

ណ) 32 126z i= − −    

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេគទទួលបានចេ 1 7 9w i= −    និង   2 7 9w i= − +   ។  

លហំត ទ់១៦ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2a i= +   និង 1 3b i= +  ។ េគយក  2 2 1z a b a b= + − + +   ។ 

ក)ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។                                     

ខ)គណនាប�សកេរៃz   ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក)សរេសរ z  ជាទ្រម ង់ពីជគណ   

េយងីមាន   2a i= +   និង 1 3b i= +   

េយងីបាន  2 2 2 21 (2 ) (1 3 ) (2 ) (1 3 ) 1z a b a b i i i i= + − + + = + + + − + + + +       

                  4 4 1 1 6 9 2 1 3 1 5 12i i i i i= + − + + − − − + + + = − +  ។ 

ដូចេនះ 5 12z i= − +  ។                          

ខ)គណនា��សកេរៃz    

តង , ,kw x iy x y= + ∈y   ជាប�សកេរៃនចំនួនកុំផ� 5 12z i= − +  េនាះេគបា
2

kw z=   ឬ ( )2 5 12x iy i+ = − +   

សមមូល ( ) ( )2 2 2 5 12x y i xy i− + = − +   េនាះេគទ
2 2 5

2 12
x y
xy

 − = −


=
    

ឬ  
( )

( )

2 2 5 1
6 2

x y

y
x

 − = −



=

  

យកសមីក( )2  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន 2
2

36 5x
x

− = −    ឬ 4 25 36 0x x+ − =   

សមមូល ( ) ( )2 29 4 0x x+ − =   េនាះេគទ
2

2

9 0
4 0

x
x
 + =


− =
   

សមមូល 1 22 , 2x x= − =    េ្រព 2 9 0x + =  គា�ន ប� 

ចំេពះ 1 2x = −   េនាះ 1
1

6 3y
x

= = −    េហយី 2 2x =    េនាះ 2
2

6 3y
x

= =   ។ 

ដូចេនះ 1 22 3 , 2 3w i w i= − − = +   ។ 
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លហំត ទ់១៧ 

េគឲ្យចំននកុំផ�ចិ 3 2a i= +   និង 2b i= −  ។ េគយក  2 2 2z a b a b= + + +   ។ 

ក)ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។                                     

ខ)គណនាប�សកេរៃz   ។ 

ដំេណា្រស 

ក)សរេសរ z  ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីមាន 3 2a i= +   និង 2b i= −    

េយងីបាន  2 2 2 22 (3 2 ) (2 ) (3 2 ) 2(2 )z a b a b i i i i= + + + = + + − + + + −      

                 9 12 4 4 4 1 3 2 4 2 15 8i i i i i= + − + − − + + + − = +  ។ 

ដូចេនះ 15 8z i= +  ។                                 

ខ)គណនា��សកេរៃz    

តង , ,kw x iy x y= + ∈y   ជាប�សកេរៃនចំនួនកុំផ� 15 8z i= +  េនាះេគបា
2

kw z=   ឬ ( )2 15 8x iy i+ = +   

សមមូល ( ) ( )2 2 2 15 8x y i xy i− + = +   េនាះេគទ
2 2 15

2 8
x y
xy

 − =


=
   ឬ  

( )

( )

2 2 15 1
4 2

x y

y
x

 − =



=

  

យកសមីក( )2  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន 2
2

16 15x
x

− =    ឬ 4 215 16 0x x− − =   
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សមមូល ( ) ( )2 21 16 0x x+ − =   េនាះេគទ
2

2

1 0
16 0

x
x
 + =


− =
   

សមមូល 1 24 , 4x x= − =    ។ 

ចំេពះ 1 4x = −   េនាះ 1
1

4 1y
x

= = −    េហយី 2 4x =    េនាះ 2
2

4 1y
x

= =   ។ 

ដូចេនះ 1 24 , 4w i w i= − − = +   ។ 

លហំត ទ់១៨ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 7 24z i= − +  និង w x iy= +   ែដល ,x y∈y   ។ 

ក)ចូរ្រសយថាេ 4w z=   េនាះេគបា( )
2 2 2 2 2

2 2

( ) 4 7:
4 ( ) 24
x y x y

S
xy x y

 − − = −


− =
  

ខ)េដះ្រសយរបព័ន�ស( )S  េដយេ្របីអេថរជំនួ 2 2u x y= −   និង v xy=    

គ)ទញរកប�សទីបួនៃនចំនួនកុំផ�ិចz   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)្រសយថេ
4w z=   េនាះេគប ( )

2 2 2 2 2

2 2

( ) 4 7:
4 ( ) 24
x y x y

S
xy x y

 − − = −


− =
  

េយងីមាន 7 24z i= − +  និង w x iy= +   ែដល ,x y∈y    

េដ 4w z=  េនាះ ( )4 7 24x iy i+ = − +   

សមមូល ( )22 2 2 7 24x y ixy i− + = − +   

សមមូល ( ) ( )22 2 2 2 2 24 4 7 24x y x y xy x y i i− − + − = − +   

ដូចេនះ ( )
2 2 2 2 2

2 2

( ) 4 7:
4 ( ) 24
x y x y

S
xy x y

 − − = −


− =
  ពិត។ 
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ខ)េដះ្រសយ្រ�ព័ន�ស( )S   

េគមាន ( )
2 2 2 2 2

2 2

( ) 4 7:
4 ( ) 24
x y x y

S
xy x y

 − − = −


− =
 

េដយេ្របីអេថរជំនួ 2 2u x y= −   និង v xy=   េនាះេគបា
2 24 7

4 24
u v

uv
 − = −


=
  

សមមូល 
( )

( )

2 24 7 1
6 2

u v

v
u

 − = −



=

  

យក( )2  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន 2
2

144 7u
u

− = −   ឬ 4 27 144 0u u+ − =   

សមមូល ( ) ( )2 216 9 0u u+ − =   េនាះេគទញប� 1 23 , 3u u= − =    េ្រព
2 16 0u + =  គា�ន ប�សក�ុ  ។ 

ចំេពះ 1 3u = −   េនាះ 1
1

6 6 2
3

v
u

= = = −
−

  េហយីចំេពះ 2 3u =  េនាះ 2
2

6 2v
u

= =   

. ករណីទី១   1 3u = −  និង 1 2v = −   េគបាន
2 2 3

2
x y

xy
 − = −


= −
   ។  

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេ 1 11 , 2x y= − =   ឬ 2 21 , 2x y= = −  ។ 

.ករណីទី២    2 3u =  និង 2 2v =   េគបាន
2 2 3

2
x y

xy
 − =


=
   ។  

បនា�ប់ពី េដះ្រសយេ 1 12 , 1x y= =   ឬ 2 22 , 1x y= − = −  ។ 

ដូចេនះ្របព័ន�សមីករមានបួនគូចេម�

( ), { ( 1, 2) ,(1, 2) ,(2 , 1) ,( 2 , 1) }x y ∈ − − − −  ។ 
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គ)ទាញរក��សទីបួនៃនចំនួនកុំផ�ិច z    

តង kw x iy= +   ជាប�សទីបួនៃនz   េនាះេគបា 4 7 24kw z i= = − +   ។ 

េយាងតមលទ�ភាពៃនស្រមាយខងេលីេយីងទញបានប�សz  គឺ ៖ 

1 2 3 41 2 , 1 2 , 2 , 2w i w i w i w i= − + = − = + = − −   ។ 

លហំត ទ់១៩ 

ក)ចូរេផ��ងផា�ត់ថ ( )25 3 16 30i i+ = +   ។ 

ខ)ទញរកប�សៃនសមីក
2

16 30z i i
z i
−  = + + 

  ក�ុងសំណំុចំនួនកុំផ�ិច ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)េផ��ងផា�ត ់ថ( )25 3 16 30i i+ = +    

េយងីមាន( )25 3 25 30 9 16 30i i i+ = + − = +   ។ 

ដូចេនះ ( )25 3 16 30i i+ = +   ពិត។ 

ខ)ទាញរក��សៃនសមីក
2

16 30z i i
z i
−  = + + 

  ក�ុងសំណំុចំនួនកុំផ�ិ ច ៖ 

េយងីបាន
2

2(5 3 )z i i
z i
−  = + + 

 សមមូល 
( )

( )

5 3 1

5 3 2

z i i
z i
z i i
z i

− = + +
− = − − +

  

តម(1)  េគបាន (5 3 )( )z i i z i− = + +   សមមូល (5 3 ) 5 3z i i z i− = + + −   

េគទញ 3 6 (3 6 )(4 3 ) 12 9 24 18 6 33
4 3 25 25 25 25

i i i i iz i
i

− − − − − −
= = = = − −

+
 ។ 

តម(2)  េគបាន ( 5 3 )( )z i i z i− = − − +   សមមូល ( 5 3 ) 5 3z i i z i− = − − − +   
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េគទញបា 3 4 (3 4 )(6 3 ) 18 9 24 12 2 11
6 3 45 45 15 15

i i i i iz i
i

− − − − − −
= = = = −

+
  ។ 

ដូចេនះ 1 2
6 33 2 11;
25 25 15 15

z i z i= − − = −   ។ 

លហំត ទ់២០ 

ចូរគណនាម៉ូឌុលៃនចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមេ 

ក) 4 3z i= − +   ខ) 8 6z i= −   

គ) 5 12z i= − −   ឃ) 48 14z i= +    

ង) 24 10z i= − +   ច) 8 6z i= −   

ឆ) 5 12z i= − +   ជ) 35 12z i= − −   

ឈ) 40 42z i= − −   ញ) 16 30z i= − +    

ដ) 12 16z i= − −   ឌ) 45 28z i= − +   

ឍ) 33 56z i= +   ណ) 32 126z i= −   

ដំេណាះ្រ 

គណនាម៉ូឌុលៃនចំនួនកុំផ�ិ ចខងេ្រក ៖ 

ក) 4 3z i= − +   តមរូបមន� 2 2| |z a b= +   

េយងីបាន| | 16 9 5z = + =  ។  

ខ) 8 6z i= −   េគបាន 2 2| | 8 ( 6) 100 10z = + − = =  ។  

គ) 5 12z i= − −   េគបាន 2 2| | ( 5) ( 12) 169 13z = − + − = =  ។ 

ឃ) 48 14z i= +   េគបាន 2 2| | 48 14 2500 50z = + = =  ។  
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ង) 24 10z i= − +  េគបាន 2 2| | ( 24) 10 676 26z = − + = =   ។  

ច) 8 6z i= −   េគបាន 2 2| | 8 ( 6) 100 10z = + − = =   ។ 

ឆ) 5 12z i= − +   េគបាន 2 2| | ( 5) 12 169 13z = − + = =  ។  

ជ) 35 12z i= − −    េគបាន
2 2| | ( 35) ( 12) 1225 144 1369 37z = − + − = + = =  ។  

ឈ) 40 42z i= − −  េគបាន 2 2| | ( 40) ( 42) 3364 58z = − + − = =  ។ 

ញ) 16 30z i= − +  េគបាន 2 2| | ( 16) 30 1156 34z = − + = =  ។  

ដ) 12 16z i= − −   េគបាន 2 2| | ( 12) ( 16) 400 20z = − + − = =  ។  

ឌ) 45 28z i= − +   េគបាន 2 2| | ( 45) 28 2809 53z = − + = =  ។ 

ឍ) 33 56z i= +   េគបាន 2 2| | 33 56 4225 65z = + = =  ។  

ណ) 32 126z i= −   េគបាន 2 2| | 32 ( 126) 16900 130z = + − = =  ។ 

លហំត ទ់២១ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចពីរz   និង w   ។ ចូរ្រសយប ��ក់ថ 

ក) | | | || |zw z w=    

ខ) | |
| |

z z
w w

=    ែដល 0w ≠   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក) | | | || |zw z w=   

តងz x iy= +   និង w u iv= +    ែដល , , ,x y u v∈y   

េយងីមាន ( )( ) ( ) ( )zw x iy u iv ux vy i vx uy= + + = − + +   
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េយងីបាន
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2| | ( ) ( ) 2 2zw ux vy vx uy u x uvxy v y v x uvxy u y= − + + = − + + + +   

              2 2 2 2 2 2 2 2 2 2| | ( ) ( ) | || |zw u x y v x y x y u v z w= + + + = + + =    

ដូចេនះ | | | || |zw z w=  ។ 

ខ) | |
| |

z z
w w

=    ែដល 0w ≠    

តងz x iy= +   និង w u iv= +    ែដល , , ,x y u v∈y  និង 0, 0u v≠ ≠   

េយងីមា 2 2
( )( ) ( ) i( )
( )( )

z x iy x iy u iv ux vy uy vx
w u iv u iv u iv u v

+ + − + + −
= = =

+ + − +
  

េយងីបា 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2u x uvxy v y u y uvxy v xz ux vy uy vx

w u v u v u v
+ + + − ++ −   = + =   + + +   

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) | |
| |

x u v y u v u v x y x yz z
w wu v u v u v

+ + + + + +
= = = =

+ + +
  

ដូចេនះ   | |
| |

z z
w w

=   ។ 

លហំត ទ់២២ 

ចូររកចំនួនកុំផ�ចិ z   េដយដឹងថ | | 1 3iz z i+ = +   ។ 

ដំេណាះ្រ 

រកចំនួនកុំផ�ិ ច z    

េគមាន ( )| | 1 3 1iz z i+ = +    

តងz x iy= +   េនាះ 2 2| |z x y= +    ែដល ,x y∈y   
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សមីក( )1  អចសរេសជា 2 2( ) 1 3i x iy x y i+ + + = +    

សមមូល 2 2( ) 1 3y x y ix i− + + + = +   

េគទញ 
( )
( )2 2

3 2

1 3

x

y x y

 =

− + + =

  

យក( )2  ជំនួសក�ុង( )3  េគបាន 29 1y y− + + =    

សមមូល 29 1y y+ = +  សមមូល 2 2

1 0
9 (1 )

y
y y

+ ≥


+ = +
   

សមមូល 2 2

1
9 1 2
y

y y y
≥ −


+ = + +

 េនាេគទញ 1
4

y
y
≥ −


=

  ឬ 4y =  ។ 

ដូចេនះ 3 4z i= +   ។ 

លហំត ទ់២៣ 

ចូររកចំនួនកុំផ�ចិ z   េដយដឹងថ (1 ) | | 2 5i z z i+ + = +   ។ 
ដំេណាះ្រ 

រកចំនួនកុំផ�ចិ z   េដយដឹងថ ( )(1 ) | | 2 5 1i z z i+ + = +    
តងz x iy= +   េនាះ 2 2| |z x y= +    ែដល ,x y∈y   
សមីក( )1  អចសរេសរជ 2 2(1 ) 2 5i x iy x y i+ + + + = +    
សមមូល 2 2( ) (1 ) 2 5y x y i x i− + + + + = +   

េគទញ
2 2

1 5

2

x

y x y

+ =

− + + =

  សមមូល 
2

4

16 2

x

y y

=


+ = +
  

សមីករ 216 2y y+ = +   សមមូល 2 2

2 0
16 (2 )

y
y y

+ ≥


+ = +
   

េនាះេគទ 2
3

y
y
≥ −


=

  ឬ 3y =  ។ ដូចេនះ 4 3z i= +  ។  
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លហំត ទ់២៤ 

ចូររកចំនួនកុំផ�ចិ z   េដយដឹងថ (1 ) | 1| 1i z z i− + + = −   ។ 

ដំេណាះ្រ 

រកចំនួនកុំផ�ចិ z   េដយដឹងថ ( )(1 ) | 1| 1 1i z z i− + + = −      

តងz x iy= +   េនាះ 2 2| 1| ( 1)z x y+ = + +    ែដល ,x y∈y   

សមីក( )1  អចសរេសរជ ( ) 2 21 (1 ) 1i x iy x y i− − + + + = −    

សមមូល 2 2[ (1 ) ] (1 ) 1y x y i x i+ + + + − = −   

េគទញបា
2 2

1 1

(1 ) 1

x

y x y

− = −


+ + + =
  សមមូល 

2

2

9 1

x

y y

=


+ = −
   

េនាះ 2
4

x
y
=


= −

    ។  ដូចេនះ 2 4z i= −  ។ 

លហំត ទ់២៥ 

ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមេនះជាទ្រមង់្រតីេ (cos sin )z r iθ θ= +  
ែដល 0 , ,r r θ> ∈   ៖ 

ក) 2 2z i= +   ខ) 2 3 2z i= +   

គ) 1 3z i= +   ឃ) 2 2z i= −    

ង) 3z i= −   ច) 2 2 3z i= −   

ឆ) 1z i= − +   ជ) 4 3 4z i= − +   

ឈ) 3 3z i= − +   ញ) 3 3z i= − −    

ដ) 4 4z i= − −   ឋ) 1 3
2 2

z i= − −   
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ឌ) 9z =   ឍ) 2z i=   

ណ) 4z i= −   

ដំេណាះ្រ 

សរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមេនះជាទ្រមង់្រតីេ (cos sin )z r iθ θ= +  
ែដល 0 , ,r r θ> ∈   ៖ 

ក) 2 22 2 2( ) 2(cos sin )
2 2 4 4

z i i iπ π
= + = + = +  ។  

ខ) 3 12 3 2 4( ) 4(cos sin )
2 2 6 6

z i i iπ π
= + = + = +  ។  

គ) 1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +       
  

ឃ) 2 22 2 2 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = − = − = −       
  

        2 2 cos( ) sin( )
4 4

iπ π = − + −  
  

ង) 3 13 2 2 cos sin 2 cos( ) sin( )
2 2 6 6 6 6

z i i i iπ π π π     = − = − = − = − + −           
   

ច) 1 32 2 3 4( ) 4(cos sin ) 4 cos( ) sin( )
2 2 3 3 3 3

z i i i iπ π π π = − = − = − = − + −  
  

ឆ) 2 21 2 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = − + = − + = − +       
  

       3 32 cos sin
4 4

iπ π = + 
 

 ។  
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ជ) 3 14 3 4 8 8 cos sin
2 2 6 6

z i i iπ π   = − + = − + = − +       
  

      5 58 cos sin
6 6

iπ π = + 
 

។  

ឈ) 1 33 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = − + = − + = − +       
  

         2 22 3 cos sin
3 3

iπ π = + 
 

 ។ 

ញ) 3 13 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 6 6

z i i iπ π   = − − = − − = − −       
  

       7 72 3 cos sin
6 6

iπ π = + 
 

។  

ដ) 2 24 4 4 2 4 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = − − = − − = − −       
  

      5 54 2 cos sin
4 4

iπ π = + 
 

។  

ឋ) 1 3 cos sin cos( ) sin( )
2 2 3 3 3 3

z i i iπ π π ππ π= − − = − − = + + +   

      4 4cos sin
3 3

iπ π
= +   ។ 

ឌ) ( )9 9 cos0 sin0z i= = +    

ឍ) 2 2 cos sin
2 2

z i iπ π = = + 
 

   

ណ) 4 4( sin ) 4 cos( ) sin( )
2 2 2 2

z i cos i iπ π π π = − = − = − + −  
 ។ 
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លហំត ទ់២៦ 
ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់្រតីេក 

ក) 2 21 cos sin
5 5

z iπ π
= + +   ខ) 4 41 cos sin

7 7
z iπ π
= + +  

គ) 4 4sin (1 cos )
9 9

z iπ π
= + −   ឃ) 2 2sin (1 cos )

7 7
z iπ π
= + −    

ង) 4 42 2cos 2 2cos
5 5

z iπ π
= + + −   

ដំេណាះ្រ 

សរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់្រតីេក 

ក) 22 21 cos sin 2cos 2 sin cos
5 5 5 5 5

z i iπ π π π π
= + + = +   

       2cos cos sin
5 5 5

iπ π π = + 
 

។  

ខ) 24 4 2 2 21 cos sin 2cos 2 sin cos
7 7 7 7 7

z i iπ π π π π
= + + = +   

       2 2 22cos cos sin
7 7 7

iπ π π = + 
 

។ 

គ) 24 4 2 2 2sin (1 cos ) 2sin cos 2 sin
9 9 9 9 9

z i iπ π π π π
= + − = +   

       2 2 22sin cos sin
9 9 9

iπ π π = + 
 

 ។ 

ឃ) 22 2sin (1 cos ) 2sin cos 2 sin
7 7 7 7 7

z i iπ π π π π
= + − = +   

        2sin cos sin
7 7 7

iπ π π = + 
 

  ។  

ង) 2 24 4 2 22 2cos 2 2cos 4cos 4sin
5 5 5 5

z i iπ π π π
= + + − = +   

       2 22 cos sin
5 5

iπ π = + 
 

  ។ 
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លហំត ទ់២៧ 

ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិច 2 3z i= + +   ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ដំេណាះ្រ 

សរេសរចំនួនកុំផ�ិ ចជាទ្រមង់្រតី េកណ 

េយងីបាន 3 12 3 2 1 2 1 cos sin
2 2 6 6

z i i iπ π   = + + = + + = + +       
   

                22 2cos 2 sin cos
12 12 12

iπ π π = + 
 

 

ដូចេនះ 4cos cos sin
12 12 12

z iπ π π = + 
 

។ 

លហំត ទ់២៨ 

ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិច 2 2 2z i= + +   ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ដំេណាះ្រ 

សរេសរចំនួនកុំផ�ិ ចជាទ្រមង់្រតី េក៖ 

េយងីបាន 2 22 2 2 2 1 2 1 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = + + = + + = + +       
   

                22 2cos 2 sin cos
8 8 8

iπ π π = + 
 

 

ដូចេនះ 4 cos cos sin
8 8 8

z iπ π π = + 
 

 ។ 
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លហំត ទ់២៩ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 2 2z i= +    និង 2 3z i= +   ។ 

ក)ចូរសរេសរ 1

2

z
z

  ជាទ្ង់ពីជគណត ។ 

ខ)សរេសរ 1z និង 2z ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រកទ្រមង់្រតីេកណមា្ 1

2

z
z

  ។ 

គ)េដយេ្របីលទ�ផលខងេលីទញឲ្៖ 

 6 2cos
12 4
π +

=   និង 
6 2sin

12 4
π −

=   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)សរេសរ 1

2

z
z

  ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីបាន 1

2

2 2 ( 2 2)( 3 )
3 ( 3 )( 3 )

z i i i
z i i i

+ + −
= =

+ + −
  

                  6 2 6 2 ( 6 2) ( 6 2)
4 4

i i i− + + + + −
= =  

ដូចេនះ 1

2

6 2 6 2
4 4

z i
z

+ −
= +  ។ 

ខ)សរេសរ 1z  និង 2z  ជាទ្ង្់រតីេកណម្រត រួចទាញរក ទ្រមង់្រតីេក 1

2

z
z

   

េយងីបា 1
2 22 2 2 2 cos sin

2 2 4 4
z i i iπ π   = + = + = +       

    

និង 2
3 13 2 2 cos sin

2 2 6 6
z i i iπ π   = + = + = +       

  ។ 
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េហយី 1

2

cos sin( ) cos sin
4 6 4 6 12 12

z i i
z

π π π π π π = − + − = + 
 

  ។ 

គ)ទាញឲ្យប 6 2cos
12 4
π +

=   និង 
6 2sin

12 4
π −

=    

តមស្រមាយខងេលីេយីង៖ 

1

2

cos sin
12 12

z i
z

π π
= +   និង   1

2

6 2 6 2
4 4

z i
z

+ −
= +  

េយងីទញបា 6 2 6 2cos sin
12 12 4 4

i iπ π + −
+ = +   

ដូចេនះ  6 2cos
12 4
π +

=   និង 
6 2sin

12 4
π −

=  ។  

លហំត ទ់៣០ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 1z i= +    និង 2 ( 3 1) ( 3 1)z i= + + −   ។ 

ក)ចូរសរេសរ 1 2z z z=   ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

ខ)សរេសរ 1z  និង 1 2z z z= ជាទ្រមង់្រតីេកណ 
     ទញរកទ្រមង់្រតីេកណមា្ 2z   ។ 
គ)េដេ្របីលទ�ផលខងេលីទញឲ្យ៖ 

    3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 
3 1sin

12 2 2
π −

=   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)សរេសរ 1 2z z z=   ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីបាន (1 ) ( 3 1) ( 3 1)z i i = + + + −    

                 3 1 ( 3 1) ( 3 1) ( 3 1)i i= + + − + + − −  
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3 1 3 3 3 1 2 2 3z i i i i i= + + − + + − + = +  . 

ដូចេនះ 2 2 3z i= +  ។ 

ខ)សរេសរ 1z  និង 1 2z z z=  ជាទ្រមង់្រតី េកណម្រត រួចទាញរកទ្រមង់្រតី  2z    

េយងីបាន 1
2 21 2 2 cos sin

2 2 4 4
z i i iπ π   = + = + = +       

 ។ 

េហយី       1 32 2 3 4 4 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +       
   ។ 

តម 1 2z z z=   េគទញបាន 

2
1

4 cos sin
3 3 2 2 cos sin

3 4 3 42 cos sin
4 4

i
zz i
z i

π π
π π π π

π π

 +       = = = − + −          + 
 

  

ដូចេនះ 2 2 2 cos sin
12 12

z iπ π = + 
 

 ។ 

គ)េដយេ្រ�លទ�ផលខងេលទាញឲ្ 3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 3 1sin
12 2 2
π −

=    

េយងីមាន ( )2 2 2 cos sin 1
12 12

z iπ π = + 
 

   និង   

( )2 ( 3 1) ( 3 1) 2z i= + + −  

េដយផ�ឹមសមីក( ) ( )1 & 2  េគបាន ( ) ( )2 2 cos sin 3 1 3 1
12 12

i iπ π + = + + − 
 

  

ដូចេនះេគទញ 3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 
3 1sin

12 2 2
π −

=   ។ 
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លហំត ទ់៣១ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 3 2 3z i= + + −  ។ 

ក)ចូរ្រសយថាចំនួនកុំផz   អចសរេសរជ៖ 

2 1 cos 1 cos
6 6

z iπ π 
= + + −  

 
  ។ 

ខ)ទញឲ្យបានថាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតៃនចំនz  គឺ  2(cos sin )
12 12

z iπ π
= +    

គ)េ្របីលទ�ផលខងេលីទញប��ក ៖ 

 2 3cos
12 2
π +

=   និង 
2 3sin

12 2
π −

=  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)្រសយថចំនួនកុំផ z   អាចសរេសរជ 2 1 cos 1 cos
6 6

z iπ π 
= + + −  

 
   

េយងីមាន 3 32 3 2 3 2(1 ) 2(1 )
2 2

z i i= + + − = + + −  

                3 32 1 1
2 2

i
 
 = + + −
 
 

 

ដូចេនះ 2 1 cos 1 cos
6 6

z iπ π 
= + + −  

 
   េ្រព 3cos

6 2
π
=  ។ 

ខ)ទាញឲ្យបានថទ្រមង់្រតីេកណម្រតៃនចំន  z  គឺ 2(cos sin )
12 12

z iπ π
= +    

េយងីមាន 2 1 cos 1 cos
6 6

z iπ π 
= + + −  

 
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េដយ
2

2

1 cos 2cos
6 12

1 cos 2sin
6 12

π π

π π

 + =

 − =


  

េគបាន 2 22 2cos 2sin 2 cos sin
12 12 12 12

z i iπ π π π   = + = +       
  ។ 

ដូចេនះ 2(cos sin )
12 12

z iπ π
= +   ពិត។ 

គ)េ្រ�លទ�ផលខងេលទាញ ប��ក 2 3cos
12 2
π +

=   និង 2 3sin
12 2
π −

=   

េយងីមាន ( )2 3 2 3 1z i= + + −   និង    ( )2(cos sin ) 2
12 12

z iπ π
= +  

េដយផ�ឹមសមីក( ) ( )1 & 2  េគបាន2 cos sin 2 3 2 3
12 12

i iπ π + = + + − 
 

  

ដូចេនះេគទ 2 3cos
12 2
π +

=   និង 
2 3sin

12 2
π −

=  ។ 

លហំត ទ់៣២ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2 2 2z i= + + −  ។ 

ក)ចូរ្រសយថាចំនួនកុំផz   អចសរេសរជ៖ 

2 1 cos 1 cos
4 4

z iπ π 
= + + −  

 
  ។ 

ខ)ទញឲ្យបានថាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតៃនចំនz  គឺ  2(cos sin )
8 8

z iπ π
= +    

គ)េ្របីលទ�ផលខងេលីទញប��ក
2 2cos

8 2
π +
=   និង 

2 2sin
8 2
π −
=   
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ដំេណាះ្រ 

ក)្រសយថចំនួនកុំផ z   អាចសរេសរជ 2 1 cos 1 cos
4 4

z iπ π 
= + + −  

 
   

េយងីមាន 2 22 2 2 2 2(1 ) 2(1 )
2 2

z i i= + + − = + + −  

                2 22 1 1
2 2

i
 
 = + + −
 
 

 

ដូចេនះ 2 1 cos 1 cos
4 4

z iπ π 
= + + −  

 
   េ្រព 2cos

4 2
π
=  ។ 

ខ)ទាញឲ្យបានថទ្រមង់្រតីេកណម្រតៃនចំន  z  គឺ 2(cos sin )
8 8

z iπ π
= +    

េយងីមាន 2 1 cos 1 cos
4 4

z iπ π 
= + + −  

 
   

េដយ
2

2

1 cos 2cos
4 8

1 cos 2sin
4 8

π π

π π

 + =

 − =


  

េគបាន 2 22 2cos 2sin 2 cos sin
8 8 8 8

z i iπ π π π   = + = +       
  ។ 

ដូចេនះ 2(cos sin )
8 8

z iπ π
= +   ពិត។ 

គ)េ្រ�លទ�ផលខងេលទាញ ប��ក 2 2cos
8 2
π +
=   និង 2 2sin

8 2
π −
=   

េយងីមាន ( )2 2 2 2 1z i= + + −   និង    ( )2(cos sin ) 2
8 8

z iπ π
= +  
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េដយផ�ឹមសមីក( ) ( )1 & 2  េគបាន2 cos sin 2 2 2 2
8 8

i iπ π + = + + − 
 

  

ដូចេនះេគទ 2 2cos
8 2
π +
=   និង 

2 2sin
8 2
π −
=  ។ 

លហំត ទ់៣៣ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 6 2 6 2
4 4

z i− +
= +   ។ 

ក)េដយេ្រប
5
12 4 6
π π π
= +   ចូរគណនាតៃម�្របាកដ 5cos

12
π   និង 

5sin
12
π   ។ 

ខ)ទញររកទ្រមង់្រតីេកណមាz   ។ 

ដំេណាះ្យ 

ក)គណនាតៃម�្រ�កដៃ 5cos
12
π   និង 5sin

12
π    

េដយេ្របី
5
12 4 6
π π π
= +    

េយងីបាន 
5 2 3 2 1 6 2cos cos cos cos sin sin
12 4 6 4 6 4 6 2 2 2 2 4
π π π π π π π − = + = − = − = 

 
 ។ 

5 2 3 2 1 6 2sin sin sin cos sin cos
12 4 6 4 6 6 4 2 2 2 2 4
π π π π π π π + = + = + = + = 

 
 ។ 

ដូចេនះ   5 6 2cos
12 4
π −
=   និង 5 6 2sin

12 4
π +
=  ។ 

ខ)ទាញររកទ្រមង់្រតី េកណមz    

េយងីមាន  6 2 6 2
4 4

z i− +
= +      
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េដយ 5 6 2cos
12 4
π −
=   និង 5 6 2sin

12 4
π +
=  (ស្រមាយខងេ 

ដូចេនះ 5 5cos sin
12 12

z iπ π
= +   ។ 

លហំត ទ់៣៤ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3 1 3
2 2

z i+ −
= +   ។ 

ក)ចូរ្រសយថាចំនួនកុំផz  អចសរេសរជាទ្រម៖ 

(cos cos ) (sin sin )
3 6 6 3

z iπ π π π
= + + −   ។ 

ខ)ទញឲ្យបាននូវទ្រមង់្រតីេកណz  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)្រសយថចំនួនកុំផ z  អាចសរេសរជាទ្រម  (cos cos ) (sin sin )
3 6 6 3

z iπ π π π
= + + −    

េយងីមា 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2 2

z i i
   + −

= + = + + −      
   

   

               (cos cos ) (sin sin )
3 6 6 3

iπ π π π
= + + −   ពិត 

ដូចេនះ   (cos cos ) (sin sin )
3 6 6 3

z iπ π π π
= + + −   ។ 

ខ)ទាញឲ្យបាននូវទ្រមង់្រតីេកណ z   

េយងីមា (cos cos ) (sin sin )
3 6 6 3

z iπ π π π
= + + −  

េដយ 3 6 3 6cos cos 2cos cos 2cos cos 2 cos
3 6 2 2 4 12 12

π π π π
π π π π π+ −
+ = = =   
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         6 3 3 6sin sin 2sin cos 2cos sin 2 sin
6 3 2 2 4 12 12

π π π π
π π π π π− +
− = = − = −  

េយងីបាន 2 cos 2 sin 2 cos sin
12 12 12 12

z i iπ π π π    = − = − + −    
    

 ។ 

លហំត ទ់៣៥  (្របឡងឆមាស១ ឆា �ំ២០០៩)     

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1z i= −  និង 3w i= +   ។ 

ក)គណនា .z w  និង z
w

 ។                                      

ខ)សរេសរ .z w  និង z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ដំេណាះ្រ 

ក)គណនា .z w  និង 
z
w

  

េយងីបាន (1 )( 3 ) 3 3 1 (1 3) (1 3)zw i i i i i= − + = + − + = + + −  ។ 

1 (1 )( 3 ) 3 3 1 3 1 3 1
3 1 4 43 ( 3 )( 3 )

z i i i i i i
w i i i

− − − − − − − +
= = = = −

++ + −
  ។ 

ដូចេនះ ( ) ( )1 3 1 3zw i= + + −   និង 1 3 1 3
4 4

z i
w

− +
= −   ។                                     

ខ)សរេសរ .z w  និង 
z
w

 ជាទ្ង្់រតីេកណម 

េយងីមាន 2 21 2 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π      = − = − = − + −             
  

              3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

w i i iπ π   = + = + = +       
  ។ 
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េយងីបាន 2 2 cos sin
4 6 4 6

zw iπ π π π    = − + + − +    
    

  

                   2 2 cos sin
12 12

iπ π    = − + −    
    

           

2 2 5 5cos sin cos sin
2 4 6 4 6 2 12 12

z i i
w

π π π π π π          = − − + − − = − + −          
          

 ។ 

ដូចេនះ 2 2 cos sin
12 12

zw iπ π    = − + −    
    

  

និង       2 5 5cos sin
2 12 12

z i
w

π π    = − + −    
    

 ។ 

លហំត ទ់៣៦ (្របឡងស� �ប្រត័ទុត យិភូមិឆ ២០០៩)    

ចូរសរេសរ 
22(1 )

1 3
iA

i
+

=
−

  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត េហីយជាទ្រមង់ព  

ដំេណាះ្រ 

សរេសរ 
22(1 )

1 3
iA

i
+

=
−

  ជាទ្រមង់្រតី េកណមរ្ត េហយជាទ្រមង   

េយងីមាន 2 21 2 2 cos sin
2 2 4 4

i i iπ π   + = + = +       
  

           1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

i i iπ π      − = − = − + −             
  

េយងីបាន 

2

2 2 cos sin 2 cos sin4 4 2 2

cos sin2 cos sin 3 33 3

i i
A

ii

π π π π

π ππ π

    + +        = =
         − + −− + −                

  

                  2 cos sin
2 3 2 3

iπ π π π    = + + +    
    
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ដូចេនះ 5 52 cos sin
6 6

A iπ π = + 
 

  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតេដ5
6 6
π ππ= −   េនាះ 5 3cos cos

6 6 2
π π
= − = −     

និង 5 1sin sin
6 6 2
π π
= =  េនាេយងីបាន 3 12 3

2 2
A i i

 
= − + = − +  

 
   ។ 

ដូចេនះ 5 52 cos sin
6 6

A iπ π = + 
 

 និង 3A i= − +  

ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតនិងទ្រមង់ពីជគណិតៃនចំនួន A  ។ 

លហំត ទ់៣៧ (្រឡងឆមាសទ១ឆា �ំ២០០៨ )     

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចz a ib= +  និង (1 )A i z= +  ែដល ,a b∈  ។ 

ក)គណនាA  ជាអនុគមន៍ៃនa  និង b េដយឲ្យលផលជាទ្រមង់ពីជគណិត  

ខ)កំណត ់a  និង b េដីម្បីឲ្យបA z=  ។ 

គ)សរេសរចំននួកំុផ�ិច 1 1
2 2

w i= − +  ជា្រង់្ រតីេកណមា្រតរួច 4w  

េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្ពីជគណត។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)គណនា A  ជាអនុគមន៍ៃនa  និង b េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ   

េយងីមាន  (1 )A i z= +   េដយz a ib= + ែដល ,a b∈  

េយងីបាន ( ) 21 (1 )A i a ib i a i b= + + = + +    េដ 2 1i = −   

ដូចេនះ ( )1A b i a= − + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  
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ខ)កំណត់ a  និង b េដម្ បីឲ្យប A z=   

េយងីបានA z=  សមមូល ( )1b i a a ib− + + = +   េនាះ
1

b a
a b

− =


+ =
   

ឬ  
( )
( )

0 1
1 2

a b
a b
 + =


− = −
  

បូកសមីក ( ) ( )1 & 2  េគបាន2 1a = −   េនាះ 1
2

a = −    េហយី 1
2

b a= − =   

ដូចេនះ 1 1,
2 2

a b= − =  ។ 

គ)សរេសរចំនួនកុំផ�ិ ច 
1 1
2 2

w i= − +  ជាទ្រមង់្រតី េកណម្រតរ 4w េដយឲ្យលទ�ផ 

ទ្រមង់ពីជគណិ   ៖ 

េយងីបាន 1 1 2 2 2
2 2 2 2 2

w i i
 

= − + = − +  
 

  

                2 2 3 3cos sin cos sin
2 4 4 2 4 4

i iπ π π π   = − + = +   
   

 

ដូចេនះ 2 3 3cos sin
2 4 4

w iπ π = + 
 

 ។ 

តម្រទស�ីបទដឺមុ័ ( )
4

4 2 3 3 1 1cos sin cos3 sin3
2 4 4 4 4

w i iπ π π π
  = + = + = −  

   
 ។ 

ដូចេនះ 2 3 3cos sin
2 4 4

w iπ π = + 
 

 និង 4 1 0.
4

w i= − +   ។ 
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លហំត ទ់៣៨ (្របឡងឆមាស២ឆា �ំ២០០៨ )  

Z  ជាចំនួនកុំផ�ិចែដល ( 2 2)(cos .sin )
6 6

Z i iπ π
= − −  ។ 

ក)សរេសរ Z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត    

ខ)សរេសរ 2Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

គ)គណនា 5cos
12
π  និង 5sin

12
π  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)សរេសរ Z  ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីមាន ( ) 3 1( 2 2)(cos .sin ) 2 2
6 6 2 2

Z i i i iπ π  
= − − = − −  

 
  

                 6 2 6 2
2 2 2 2

i i= − − −  

ដូចេនះ 6 2 6 2
2 2

Z i− +
= −   ។ 

ខ)សរេសរ 2Z  ជាទ្រមង់្រតី េកណ 

េយងីមាន 2 2( 2 2)(cos .sin ) 2 (cos .sin )
6 6 2 2 6 6

Z i i i iπ π π π 
= − − = − −  

 
 

              2 sin sin
4 4 6 6

Z cos i cos iπ π π π          = − + − − + −          
          

  

                  2 sin
4 6 4 6

cos iπ π π π    = − − + − −    
    

 

              5 52 sin
12 12

Z cos iπ π    = − + −    
    
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តម្រទស�ីបទដឺមុ័រេយីង 2 5 54 cos sin
6 6

Z iπ π    = − + −    
    

   ។ 

គ)គណនា
5cos
12
π

 និង 
5sin
12
π

  

តមលទ�ផលខងេលីេយីង៖ 

( )5 52 sin 1
12 12

Z cos iπ π    = − + −    
    

  និង    ( )6 2 6 2 2
2 2

Z i− +
= −    

េដយផ�ឹមសមីក ( ) ( )1 & 2  េយងីបាន
5 5 6 2 6 22 sin
12 12 2 2

cos i iπ π  − +   − + − = −    
    

   

េគទញបា 5 6 2cos
12 4
π −
=   និង 5 6 2sin

12 4
π +
=  ។ 

លហំត ទ់៣៩ (្របឡងស� �ប្រត័ទុត យិភូមិឆ ២០០៨)  

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ច Z x iy= +  និង cos sinw iα α= +  ែដល x  និង 

yជាចំនួនពិតខុសពីសូន្យ េហីαជាចំនួនពិត 

ក)កំណតទំ់នាក់ទំនងរវx  និង y  េដីម្បីឲ្| || |Z w=  ។ 

ខ)ក�ុងលក�ខណ�   | || |Z w=  ចូរបង �ញថ 1 Z
Z
=  ។ 

គ)រក x  និង y  រចួរក  α  េដីម្បីឲ្ 1 , 1Z w= =   ។     

ដំេណាះ្រ 

ក)កំណតទ់ំនាក់ទំនងរវx  និង y  េដម្ បីឲ |្ || |Z w=   

េយងីមា 2 2| |Z x y= +  និង 2 2| | cos sin 1w α α= + =   

េដ| || |Z w=  សមមូល 2 2 1x y+ =   ឬ   2 2 1x y+ =   ។ 
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ដូចេនះទំនាក់ទំនងរវx  និង y  េដីម្បីឲ្| || |Z w=   គឺ  2 2 1x y+ =  ។ 

ខ)ក�ុងលក�ខណ�   | || |Z w=  បង �ញថ
1 Z
Z
=   

េបី | || |Z w=  េនាះេយីងមានទំនាក់ទំន 2 2 1x y+ =   

េដយZ x iy= +   េនាះZ x iy= −    ។ 

េយងីបាន ( ) ( ) 2 2. 1Z Z x iy x iy x y= + − = + =   េនាះេគទ 1 Z
Z

=   ពិត។ 

ដូចេនះក�ុងលក�ខណ�   | || |Z w=  េយងីបាន 1 Z
Z
=  ពិត។ 

គ)រក x  និង y  រួចរក  α  េដម្ បីឲ្ 1 , 1Z w= =    

េយងីបាន 1Z =   សមមូល 1 1 0.x iy i+ = = +   េនាះេគទ 1 , 0x y= =  ។ 

េហយី 1w =  សមមូល cos sin 1iα α+ =   េនាះេគទ cos 1
sin 0

α
α
=


=

  េនាះ 2kα π=   

្រគប k∈  ។          

លហំត ទ់៤០(្របឡងស� �ប្រត័ទុត យិភូមិឆ ២០០៧)    

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច ( 3 1) ( 3 1)A i= − + +   និង 
1
x iyB

i
+

=
+

  ែដល x  និង y  

ជាចំនួនពិត  

ក)សរេសរ 2A  ជាទ្រមង់ពីជគណិត េហីយជាទ្រមង់ ្រតីេ ។ 

ខ)សរេសរ B  ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។ រ x  និង y េដយដឹង 2 0B A− =   

    (Bជាចំនួនកុំផ�ិចឆា�ស់ B)។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក)សរេសរ 2A  ជាទ្រម ង់ពីជគណិត េហយជាទ្រមង់្រតីេ    

េយងីមាន ( 3 1) ( 3 1)A i= − + +  

េយងីបាន

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 1 3 1 3 1 2 3 1 3 1 3 1A i i = + + − = + + + − − −    

             2 3 2 3 1 4 3 2 3 1 4 3 4A i i= + + + − + − = +   

ដូចេនះ 2 4 3 4A i= +   ។ 

ម្យោ៉ងេទ 2 3 14 3 4 8 8 cos sin
2 2 6 6

A i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 

ខ)សរេសរ B  ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីមាន ( )(1 )
1 (1 )(1 ) 2 2 2
x iy x iy i x ix iy y y x y xB i

i i i
+ + − − + + + −

= = = = +
+ + −

 

ដូចេនះ 
2 2

y x y xB i+ −
= +   ។ 

រក x  និង y េដយដឹងថ 2 0B A− =  (B ជាចំនួនកុំផ�ិ ចឆ�ស់ B ) 

េយងីមា
2 2

y x y xB i+ −
= +   េនា

2 2 2 2
y x y x x y x yB i i+ − + −

= − = +     

េហយី 2 4 3 4A i= +    

េយងីបាន 2 0B A− =  សមមូល 4 4 3
2 2

x y x yi i+ −
+ = +   

េគទញបា
( )

( )

4 1
2

4 3 2
2

x y

x y

+ =


− =

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បូកសមីក ( ) ( )1 & 2   េយងីបាន 4 4 3x = +   េហយីដកសមីក( ) ( )1 & 2   េយងីបាន
4 4 3y = −   ។ 

ដូចេនះ 4 4 3 ; 4 4 3x y= + = −   ។ 

លហំត ទ់៤១(្របឡងឆមាស២ឆា �ំ២០០៧ ) 

ក)ចំននួកំុផ�ិច Z  មានម៉ូឌុលេស�ី2  និងអគុយម៉ង់េស�  3
π ។   

   ចូរសរេសរ Zជាទ្រមង់ពីជគណិ a ib+  ែដលa និងbជាចំនួនពិត  

ខ)េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 5 52(cos sin )
3 3

Y iπ π
= +  ។   

     គណនា .Z Y  េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ  

គ)បង �ញថY Z=   ។ 

ដំេណា្រស 

ក)សរេសរ Z ជាទ្រម ង់ពីជគណិ a ib+  ែដលa និងbជាចំនួនពិត 

េដចំននួកំុផ�ិច Z  មានម៉ូឌុលេស�ី2  និងអគុយម៉ងេស�ី  3
π េនាះេគអចសរេស 

1 32 cos sin 2 1 3
3 3 2 2

Z i i iπ π   = + = + = +       
  ។   

ខ) គណនា .Z Y  េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ   

េយងីមាន 5 52(cos sin )
3 3

Y iπ π
= +   

                  2 cos(2 ) sin(2 ) 2 cos sin
3 3 3 3

i iπ π π ππ π   = − + − = −     
 

               1 32 1 3
2 2

Y i i
 

= − = −  
 

  



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រប់ថា �ក់ទ១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 85 
 

េយងីបាន ( ) ( ) 22. 1 3 1 3 1 3 4Z Y i i= + − = + =   ។ 

ដូចេនះ . 4 0.Z Y i= +  ។ 

គ)បង �ញថY Z=    

េយងីមាន 1 3Y i= −   េនាះ 1 3Y i Z= + =  ពិត។ 

លហំត ទ់៤២(្របឡងឆមាស១ឆា �ំ២០០៧ )   

េគឲ្យចំនួនកុផ�ិច 1 3.
2 2

z i= − + និង 1 3
2 2

w i= − −  ។ 

ក)បង �ញថ 2z w=  រចួគណនា 2 1z z+ +  ។ 

ខ)គណនា 2A z z i= + +  ។ សរេសរ A  ជាទ្រមង់្រតីេកណ។ 

គ)បង �ញថ 20A  ជាចំនួនពិត  

ដំេណាះ្រ 

 ក)បង �ញថ 2z w=  រួចគណនា 2 1z z+ +   

េយងីមាន 1 3.
2 2

z i= − + និង 1 3
2 2

w i= − −   

េយងីបាន
2

2 1 3 1 3 3 1 3
2 2 4 2 4 2 2

z i i i w
 

= − + = − − = − − =  
 

  ពិត 

ដូចេនះ 2z w=  ។ 

ម្យោ៉ងេទ 2 1 3 1 31 1 1 0
2 2 2 2

z z w z i i+ + = + + = − − − + + =  ។ 

ដូចេនះ 2 1 0z z+ + =   ។ 
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ខ)គណនា 2A z z i= + +   

េយងីមា ( )2 2 1 1A z z i z z i= + + = + + − +   េដ 2 1 0z z+ + =    

ដូចេនះ 1A i= − +  ។ 

សរេសរ A  ជាទ្រមង់្រតីេកណ៖ 

េយងីបាន 2 21 2 2 cos sin
2 2 4 4

A i i iπ π   = − + = − + = − +       
 

                 2 cos( ) sin( )
4 4

iπ ππ π = − + −  
 

ដូចេនះ 3 32 cos sin
4 4

A iπ π = + 
 

 ។ 

គ)បង �ញថ 20A  ជាចំនួនពិត 

េយងីមាន 3 32 cos sin
4 4

A iπ π = + 
 

 

តម្រទស�ីបទដឺមុ័រេងបាន

( )
20

20 103 32 cos sin 2 cos15 sin15
4 4

A i iπ π π π
  = + = +  

  
  

ដូចេនះ 102 1024A = − = −  ជាចំនួនពិត 

លហំត ទ់៤៣(្របឡងស� �ប្រត័ទុត យិភូមិឆ ២០០៦) 

ក)កំណតចំ់ននួពិត a  និង b េដីម្បីឲ្ 1 1 3x i= +  ជាឬសមួយៃនសមីរ  
2 0x ax b+ + =  ។  

ខ)រកឬស 2x  មយួេទៀតៃនសមីករ ។                 

គ)សរេសរ 
2

1

2

xZ
x

 
=  
 

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម 
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ដំេណាះ្រ 

ក)កំណត់ចំនួនពិត a  និង b  

េដីម្បឲ្យ 1 1 3x i= +  ជាឬសមួយៃនសមីក 2 0x ax b+ + =  
លុះ្រតែតវេផ�� ងផា�ត់នឹងសម 

េគបាន( ) ( )2
1 3 1 3 0i a i b+ + + + =   សមមូល 1 2 3 3 3 0i a ia b+ − + + + =   

សមមូល ( 2 ) (2 3 3) 0a b i a− + + + + =  េនាះេគទ 2 3 3 0
2 0

a
a b

 + =

− + + =

   

ឬ 2
2 4

a
b a
= −


= − =

  ។ 

ដូចេនះ 2 , 4a b= − =   ។  

ខ)រកឬស 2x  មួយេទៀតៃនសមីករ៖ 

ចំេពះ 2 , 4a b= − =  សមីករេទ 2 2 4 0x x− + =    

តម្រទស�ីបទែវ្ 1 2 2x x+ =   េនាះេគទ 2 12 2 (1 3) 1 3x x i i= − = − + = − ។ 

ដូចេនះ 2 1 3x i= −  ។        

គ)សរេសរ 
2

1

2

xZ
x

 
=  
 

 ជាទ្រមង់្រតី េកណម 

េយងីមាន 1
1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

x i i iπ π   = + = + = +       
  

និង 2 11 3 2 cos( ) sin( )
3 3

x i x iπ π = − = = − + −  
  

េនាះ 1

2

2 2 2cos( ) sin( ) cos sin
2 3 3 3 3 3 3

x i i
x

π π π π π π = + + + = +  
  ។ 
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តម្រទស�ីបទដឺមុ័រេយីន
2 2

1

2

2 2 4 4cos sin cos sin
3 3 3 3

xZ i i
x

π π π π   = = + = +   
  

 ។ 

ដូចេនះ 4 4cos sin
3 3

Z iπ π
= +  ។                               

លហំត ទ់៤៤ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1
3

iz
i

+
=

+
  

ក.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

ខ.ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិច 1u i= +  និង 3v i= +  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា 

ទញរកទ្រមង់្រតីេកណមាz  ។ 

គ)េដយេ្របីលទ�ផលខងេលីទញប�� ៖ 

     3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 
3 1sin

12 2 2
π −

=  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)សរេសរ z  ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីមាន 1 (1 )( 3 ) 3 3 1
3 13 ( 3 )( 3 )

i i i i iz
i i i

+ + − − + +
= = =

++ + −
 

               ( 3 1) ( 3 1)
4

i+ + −
=  

ដូចេនះ 3 1 3 1
4 4

z i+ −
= +  ។ 
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ខ)សរេសរ 1u i= +  និង 3v i= +  

ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចទញរកទ្រណមា្រតៃz   

េយងីបាន 2 21 2 2 cos sin
2 2 4 4

u i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 

េហយី 3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

v i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 

េដេគមាន 1
3

i uz
vi

+
= =

+
  

េនា 2 2cos sin cos sin
2 4 6 4 6 2 12 12

z i iπ π π π π π      = − + − = +      
      

 ។ 

គ)េដយេ្រ�លទ�ផលខងេលទាញប��  3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 3 1sin
12 2 2
π −

=   

េយងីមា 2 cos sin
2 12 12

z iπ π = + 
 

 និង 3 1 3 1
4 4

z i+ −
= +  

េយងីបាន 2 3 1 3 1cos sin
2 12 12 4 4

i iπ π + − + = + 
 

  

ដូចេនះ   3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 
3 1sin

12 2 2
π −

=  ពិត។ 

លហំត ទ់៤៥ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិ 1 3
2 2

a i= − +  និង 1 3
2 2

b i= − −  

ក.ចូរគណន 2 2z a b iab= + + េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ  

ខ.ចូរសរេសរ ,a b  និងz  ជាទ្រមង់្រតីេក ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក.គណន 2 2z a b iab= + +  េដយសរេសរលទ�ផលជ្រមង់ពីជគណិ   

េយងីបា ( ) ( )2 22 ( 2 )z a b ab iab a b i ab= + − + = + + − +   

            
2

1 3 1 3 1 3 1 3( 2 )
2 2 2 2 2 2 2 2

z i i i i i
    

= − + − − + − + − + − −        
    

  

               2 1 3( 1) ( 2 )( ) 1 2 1
4 4

i i i= − + − + + = − + = − +   

ដូចេនះ 1z i= − +  ។                 

ខ.សរេសរ ,a b  និងz  ជា្រមង់្រតីេកណ   

េយងីបា 1 3 cos sin cos sin
2 2 3 3 3 3

a i i iπ π π ππ π   = − + = − + = − + −   
   

  

ដូចេនះ 2 2cos sin
3 3

a iπ π
= +  និង 

1 3 2 2 2 2cos sin cos( ) sin( )
2 2 3 3 3 3

b i a i iπ π π π
= − − = = − = − + − ។ 

េហយី 2 21 2 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = − + = − + = − +       
 

ដូចេនះ 3 32 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

 ។ 

លហំត ទ់៤៦ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3a i= − +    និង 3 3b i= +   
ក.ចូរសរេសរ 2 2( )( )z a b a b= + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  
ខ.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចគ5ៃនz។ 

គ.ចូរសរេសរ , ,a b ab  និង a
b

 ជាទ្រមង់្រតីេកណ 
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ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរ 2 2( )( )z a b a b= + +  ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

 េយងីបាន ( ) ( ) ( )2 2
1 3 3 3 1 3 3 3z i i i i = − + + + − + + +  

  

                   

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 3 1 2 3 3 9 6 3 3

2 2 3 4 4 3 8 1 3

8 1 2 3 3 8 2 2 3 16 16 3

i i i

i i i

i i i

= + − − + + −

= + + = +

= + − = − + = − +

  

 ដូចេនះ 16 16 3z i= − +  ។ 

 ខ.សរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតី េកណម្រតរួចគ5 ៃនz  

 េយងីមា 1 316 16 3 32 32 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = − + = − + = − +       
 

 ដូចេនះ 2 232 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

 ។ 

 តមរូបមនប�សទី 2 2: cos sinn
k

k kn w r i
n n

θ π θ π + +   = +    
    

  

 េដយ 232 , 5 ,
3

r n πθ= = =   េយងីបាន 

 េយងីបាន 2 6 2 62 cos sin
15 15k

k kw iπ π π π + +   = +    
    

 ែដល 0,1,2,3,4k =   

 ចំេព 0
2 20 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេព 1
8 81 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រប់ថា �ក់ទ១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 92 
 

 ចំេព 2
14 142 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេពះ 3
20 203 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេពះ 4
26 264 : 2 cos sin
15 15

k w iπ π = = + 
 

  

 គ.សរេសរ , ,a b ab  និង
a
b

 ជាទ្រមង់្រតី េក 

 េយងីមាន 1 3a i= − +    និង 3 3b i= +  

 េយងីបាន 1 3 2 22 2 cos sin 2 cos sin
2 2 3 3 3 3

a i i iπ π π π     = − + = − + = +           
  

                  3 13 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 6 6

b i i iπ π   = + = + = +       
  

 េហយី 2 2 5 54 3 cos sin 4 3 cos sin
3 6 3 6 3 3

ab i iπ π π π π π      = + + + = +      
      

  

 និង   2 2 2 3cos sin cos sin
3 6 3 6 3 2 22 3

a i i
b

π π π π π π      = − + − = +      
      

។ 

លហំត ទ់៤៧ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 3a i= +    និង 3 3b i= − +   

ក.ចូរសរេសរ 2 2z a b= +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

ខ.ចូរសរេសរ ,a b  និងz  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរ 2 2z a b= +  ជាទ្រម ង់ពីជគណ  
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 េគមាន 3a i= +   និង 3 3b i= − +   

 េយងីបាន 2 2( 3 ) ( 3 3 )z i i= + + − + 3 2 3 1 3 6 3 9 4 4 3i i i= + − + − − = − −   

 ដូចេនះ 4 4 3z i= − −  ។ 

ខ.សរេសរ ,a b  និង z  ជាទ្រមង់្រតី េក 

 េយងីបាន 3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

a i i iπ π   = + = + = +       
  

              

1 33 3 2 3
2 2

2 3 cos sin
3 3

b i i

iπ π

 
= − + = − +  

 
 = − + 
 

 

                  2 22 3 cos sin
3 3

iπ π = + 
 

 

 និង 1 34 4 3 8 8 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = − − = − − = − −       
 

 ដូចេនះ 4 48 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

 ។ 

លហំត ទ់៤៨ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3
2 2

a i= +    និង 1 3
2 2

b i= −   

ក.ចូរសរេសរសមីករដឺេ្រកទីពីរមួយែដលមានa  និងb  ។ 

ខ.េគយក  2 2( )z i a ab b= + −  ។ ចូរសរេសរzជាទ្រមង់ពីជគណិ  

គ.ចូរសរេសរ ,a b  និងz  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 
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ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរសមីករដឺេ្រកទីពីរមួយែដល ��ស a  និងb   

 េគមាន 1 3
2 2

a i= +    និង 1 3
2 2

b i= −  េនាេយងីបាន

1 3 1 3 1
2 2 2 2

1 3 1 3 1 3( )( ) 1
2 2 2 2 4 4

s a b i i

p ab i i


= + = + + − =


 = = + − = + =

  

 តម្រទស�ីបទែវ្យតេaនិងbជាឬសរបស់សមីក 2 0z s z p− + =   

 ដូេច�ះសមីករែដល្រត�វសរេសរគឺ 2 1 0z z− + =  ។ 

ខ.សរេសរzជាទ្រម ង់ពីជគណ  

 េយងីមាន  2 2( ) i ( )( )z i a ab b a b a b ab= + − = + − +    

 េដយ 1 , 1a b ab+ = =  និង 1 3 1 3 3
2 2 2 2

a b i i i− = + − + =   

 េយងីបាន ( 3 1) 3z i i i= + = − +  ។ 

គ.សរេសរ ,a b  និង z  ជាទ្រមង់្រតី េក 

 េយងីបាន 1 3 cos sin
2 2 3 3

a i iπ π
= + = +     

 េហយី 1 3 cos sin cos( ) sin( )
2 2 3 3 3 3

b i i iπ π π π
= − = − = − + −  

 និង 3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

z i i iπ π   = − + = − + = − +       
  

 ដូចេនះ 5 52(cos sin )
6 6

z iπ π
= +  ។ 
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លហំត ទ់៤៩ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិz a ib= +  និង (1 )(1 )w i iz= − +  ែដល a  និង b ជាចំនួនពិត 

)a ចូរសរេសរ w  ជាទ្រមង់ពីជគណិត។   

)b កំណតចំនួនពតិ a  និង b េដីម្បីឲ្w z=  ។ 

)c ចូរសរេសរ z  និង 2019z  ជាទ្រមង់្រតីេកណចំេពa  និងb េទីបរកេឃញី។ 

ដំេណាះ្រ 

)a សរេសរ w  ជាទ្រម ង់ពីជគណ ៖   

េយងីបាន  (1 )(1 ) 1w i iz iz i z= − + = + − +   េដយz a ib= +  

េនាះេគបា 1 ( ) 1w i a ib i a ib ia b i a ib= + + − + + = + − − + +   

ដូចេនះ ( 1) ( 1)w a b i a b= − + + + −  ។ 

)b កំណត់ចំនួនពិត a  និង b េដម្បីឲ w z=  ៖ 

េយងីបានw z=  សមមូល ( 1) ( 1)a b i a b a ib− + + + − = +   

េនាះេគទ 1
1

a b a
a b b
− + =


+ − =

  ។   

ដូចេនះ 1 , 1a b= =  ។ 

)c សរេសរ z  និង 2019z  ជាទ្រមង់្រតីេក ណចំេពាa  និងb េទបរកេឃញ៖ 

ចំេពះ 1 , 1a b= =  េយងីបាន 1z i= +   មានម៉ូឌុល | | 1 1 2r z= = + =   ។ 

េគបាន 1 2 22 2 2 cos sin
2 2 4 42 2

iz i iπ π    = + = + = +           
  ។ 
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តម្រទស�ីបទដឺមុ័រ 

( )
2019

20192019 2019 20192 cos sin 2 cos sin
4 4 4 4

z i iπ π π π    = + = +    
    

  

2019 3504
4 4
π ππ= +  េនាះ 2019 3cos cos &

4 4
π π
=  2019 3sin sin

4 4
π π
= ។ 

ដូចេនះ ( )20192019 3 32 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

 ។ 

លហំត ទ់៥០ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 3 3 3z i= +  និង 2 3z i= +  ។ 

ក.គណនា 1 2z z×   និង 1

2

z
z

 ។   

ខ.សរេសរ 1 2z z×   និង 
2

1

2

z
z

 
 
 

ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត។    

គ.សរេសរ
2

1

2

z
z

 
 
 

ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

ដំេណាះ្រ 

ក.គណនា 1 2z z×   និង 1

2

z
z

 ៖ 

េយងីបាន 1 2 (3 3 3)( 3 ) 3 3 3 9 3 3 12z z i i i i i= + + = + + − =  ។ 

េហយី 1

2

3 3 3 (3 3 3)( 3 ) 3 3 3 9 3 3
3 13 ( 3 )( 3 )

z i i i i i
z i i i

+ + − − + +
= = =

++ + −
  

             6 3 6 3 3 3
4 2 2

i i+
= = +  ។ 

ដូចេនះ 1 2 12z z i=  និង   1

2

3 3 3
2 2

z i
z

= +  ។ 
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ខ.សរេសរ 1 2z z×   និង 
2

1

2

z
z

 
 
 

ជាទ្រមង់្រតី េក 

េយងីមាន ( )1 2 12 12 0 12 cos sin
2 2

z z i i iπ π = = + = + 
 

 ។ 

1

2

3 3 3 3 13 3 cos sin
2 2 2 2 6 6

z i i i
z

π π   = + = + = +       
  

តម្រទស�ីបទដឺមុ័រេយីងប
2

1

2

9 cos sin
3 3

z i
z

π π   = +   
  

 ។ 

គ.សរេសរ
2

1

2

z
z

 
 
 

ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

េយងីមា
2

1

2

9 cos sin
3 3

z i
z

π π   = +   
  

 េដយ 1 3cos ,sin
3 2 3 2
π π
= =   

េគបាន
2

1

2

1 3 9 99 3
2 2 2 2

z i i
z

  
= + = +       

 ។ 

លហំត ទ់៥១ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3
2 2

iZ
i

+
=

+
 ។  

ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិច Z  និង 2019Z      ជាទ្រមង់្រតីេកណ 
ដំេណាះ្រ 

សរេសរ Z  និង 2019Z  ជាទ្រមង់្រតី េក 

េយងីបាន 
1 3 cos sin2( )1 3 3 32 2

2 2 2 2 cos sin2( ) 4 42 2

iiiZ
i ii

π π

π π

+++
= = =

+ ++
  

                  cos( ) sin( )
3 4 3 4

iπ π π π
= − + −  
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ដូចេនះ cos sin
12 12

Z iπ π
= +   ។ 

តម្រទស�ីបទដឺមុ័
2019

2019 2019 2019cos sin cos sin
12 12 12 12

Z i iπ π π π = + = + 
 

  

េដយ 2019 168
12 4

π ππ= +  េនាះ 2019cos cos
12 4

π π
=  និង 2019sin sin

12 4
π π
= ។  

ដូចេនះ 2019 cos sin
4 4

Z iπ π
= +  ។ 

លហំត ទ់៥២ 

េគឲ្យសមីក( ) 3 2: (2 ) 2(2 ) 4 0E z i z i z i− + + + − =   ។ 

១.ចូរេផ��ងផា�ត់ថ z i=   ជាប�សមួយរបស់សមីក( )E  ។ 

២.ចូរសរេសរសមីក( )E  ជារ 2( )( ) 0z i z zα β− + + =   ។ 

៣.េដះ្យសមីក( )E  រចួសរេសរប�សនីមួយៗជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណាះ្រ 

១.េផ��ងផា�ត ់ថz i=   ជា��សមួយរបស់សមីក ( )E   

 េគមានសមីក( ) 3 2: (2 ) 2(2 ) 4 0E z i z i z i− + + + − =    

 ជំនួសz i=  េទក�ុងសមីក( )E  េគបាន 

 

3 2(2 ) 2(2 ) 4 0
2 4 2 4 0

0 0

i i i i i i
i i i i

− + + + − =
− + + + − − =

=
  

 ដូចេនះz i=   ជាប�សមួយរបស់សមីក( )E  ។ 

២.សរេសរសមីក( )E  ជារា 2( )( ) 0z i z zα β− + + =    

 េគមា( ) 3 2: (2 ) 2(2 ) 4 0E z i z i z i− + + + − =    
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 េគបាន        3 2 22 4 2 4 0z z iz z iz i− − + + − =   

                  
2 2

2

( 2 4) ( 2 4) 0
( )( 2 4) 0

z z z i z z
z i z z

− + − − + =

− − + =
  

 ដូចេនះសមីករអចសរេស( ) ( )( )2: 2 4 0E z i z z− − + =  ។ 

៣.េដះ្រសយសម( )E  រួចសរេសរ��សនីមួយៗជាទ្រមង់្រតី េក 

 េគមា ( ) ( )( )2: 2 4 0E z i z z− − + =  

 េដីម្បីឲ្យផលគុណៃនពីរកត �េស�ីសូន្យលុះ្រតែតនិង្រគាន់ែតឲ្យកត�ម  

 េគបាន 0z i− =   េនាះ cos sin
2 2

z i iπ π
= = +  ។ 

 េហយី 2 2 22 4 0 , ' 1 4 3 3 ( 3)z z i i− + = ∆ = − = − = =   

 េគបាន 1
1 31 3 2( ) 2 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π = + = + = + 
 

  

 េហយី 2
1 31 3 2( ) 2 cos( ) sin( )
2 2 3 3

z i i iπ π = − = − = − + − 
 

។ 

លហំត ទ់៥៣ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2z i= +  និង 1 3w i= +  ។ 

១.ចូរសរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

២.្រសយ 5 5 5 5 5 532 cos cos sin sin
3 4 3 4

z w iπ π π π    + = + + +   
    

  

៣.ចូរសរេសរ 5 5cos cos
3 4
π π
+  និង 

5 5sin sin
3 4
π π
+ ជាផលគុណកត�រ  

    ទញរកទ្រមង់្រតីេកណមា 5 5z w+   ។ 
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ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតី េក 

 េគមាន 2 2z i= +  និង 1 3w i= +  

 េយងីបាន  2 22 2 2 ( ) 2(cos sin )
2 2 4 4

z i i iπ π
= + = + = +  ។ 

 និង 
1 31 3 2( ) 2(cos sin )
2 2 3 3

w i i iπ π
= + = + = +  ។ 

២.្រស 5 5 5 5 5 532 cos cos sin sin
3 4 3 4

z w iπ π π π    + = + + +   
    

  

 តម្រទស�ីបទដឺម័រេយីងបា 

 ( )
5

5 5 52(cos sin ) 32(cos sin ) 1
4 4 4 4

z i iπ π π π = + = +  
  

 ( )
5

5 5 52(cos sin ) 32(cos sin ) 2
3 3 3 3

w i iπ π π π = + = +  
 

 បូកសមីក( ) ( )1 & 2  េយងីទទួលបាន 

 5 5 5 5 5 532 cos cos sin sin
3 4 3 4

z w iπ π π π    + = + + +   
    

ពិត។ 

 ៣.សរេសរ 5 5cos cos
3 4
π π
+  និង 

5 5sin sin
3 4
π π
+ ជាផលគុណកត  

 តមរូបមន�បែម�ងពីផលបូកេទផលគុណេយីងប 

 5 5 35 5cos cos 2cos cos
3 4 24 12
π π π π
+ =   

    5 5 35 5sin sin 2sin cos
3 4 24 24
π π π π
+ =  

 ទញរកទ្រមង់្រតីេកៃន 5 5z w+   ៖ 

 េយងីមា 5 5 5 5 5 532 cos cos sin sin
3 4 3 4

z w iπ π π π    + = + + +   
    
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                    35 5 35 532 2cos cos 2 sin sin
24 12 24 12

iπ π π π = + 
 

  

ដូចេនះ 5 5 5 35 3564cos cos sin
12 24 24

z w iπ π π + = + 
 

 ។ 

លហំត ទ់៥៤ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2 3z i= +  និង 2 2w i= +  ។ 

១.ចូរសរេសរ z
w

 ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

២.ចូរសរេសរ , ,z w z w×  និង z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

៣.ទញររកតៃម�្របាកដcos
12
π  និង sin

12
π  ។ 

ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ z
w

 ជាទ្រម ង់ពីជគណ  

េយងីបាន ( ) ( )
( ) ( )
2 2 3 2 22 2 3

2 2 2 2 2 2

i iz i
w i i i

+ −+
= =

+ + −
 

                 ( ) ( )2 6 2 2 6 22 2 2 2 2 6 2 6
2 2 4

ii i + + −− + +
= =

+
 

ដូចេនះ 6 2 6 2
2 2

z i
w

+ −
= +   ។ 

២.សរេសរ , ,z w z w×  និង z
w

 ជាទ្រមង់្រតី េក 

េយងីបាន 1 32 2 3 4
2 2

z i i
 

= + = +  
 

  

ដូចេនះ 4 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

 ។ 

និង 2 22 2 2
2 2

w i i
 

= + = +  
 
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ដូចេនះ 2 cos sin
4 4

w iπ π = + 
 

  ។ 

(4)(2) cos sin
3 4 3 4

z w iπ π π π    × = + + +    
    

  

ដូចេនះ 7 78 cos sin
12 12

z w iπ π × = + 
 

  ។ 

4 cos sin
2 3 4 3 4

z i
w

π π π π    = − + −    
    

  

ដូចេនះ 2 cos sin
12 12

z i
w

π π = + 
 

 ។ 

៣.ទញររកតៃម�្រ�កដៃនcos
12
π  និង sin

12
π   

តមស្រមាយខងេលីេយីង 

( )2 cos sin 1
12 12

z i
w

π π = + 
 

 និង ( )6 2 6 2 2
2 2

z i
w

+ −
= +    

ផ�ឹមសមីក( ) ( )1 & 2 េគបាន  
6 2 6 22 cos sin

12 12 2 2
i iπ π + − + = + 

 
  

      6 2 6 2cos sin
12 12 4 4

i iπ π + −
+ = +    

ដូចេនះ 6 2 6 2cos , sin
12 4 12 4
π π+ −

= =   ។ 

លហំត ទ់៥៥ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច ( 2 2)(1 3)z i i= − +   ។ 

១.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

២.ចូរសរេសរz  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

៣.ទញរកតៃម�្របាកដcos
12
π  និង sin

12
π  ។ 



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រប់ថា �ក់ទ១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 103 
 

ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ z  ជាទ្រម ង់ពីជគណិ  

េយងីមាន ( 2 2)(1 3)z i i= − +    
េយងីបាន 2 6 2 6 ( 6 2) ( 6 2)z i i i= + − + = + + −  ។ 
ដូចេនះ ( 6 2) ( 6 2)z i= + + −  ។ 

២.សរេសរz  ជាទ្រមង់្រតី េក 

េយងីមាន ( 2 2)(1 3)z i i= − +    

                

2 2 1 32 2
2 2 2 2

4 cos sin cos sin
4 4 3 3

4 cos( ) sin( ) cos sin
4 4 3 3

4 cos( ) sin( )
4 3 4 3

i i

i i

i i

i

π π π π

π π π π

π π π π

   
= − × +      

   
  = − +  
  
  = − + − +  
  
 = − + + − +  

  

ដូចេនះ 4 cos sin
12 12

z iπ π = + 
 

 ។ 

៣.ទាញរកតៃម�្រ�កដៃcos
12
π  និង sin

12
π   

េយងីមា 4 cos sin
12 12

z iπ π = + 
 

និង ( 6 2) ( 6 2)z i= + + −  

េយងីបា4 cos sin ( 6 2) ( 6 2)
12 12

i iπ π + = + + − 
 

  

សមមូល ( 6 2) ( 6 2)cos sin
12 12 4 4

i iπ π + −
+ = +  

ដូចេនះ 6 2cos
12 4
π +

=  និង 6 2sin
12 4
π −

=  ។ 
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លហំត ទ់៥៦ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច ( )
75 51 3 cos sin

12 12
z i iπ π = + + 

 
 ។ 

១.ចូរសរេសរ z   ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតនិងជាទ្រមង់  

២.គណនាប�សទ5ៃន z  ។ 

ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ z   ជាទ្រមង់្រតី េកណម្រតនិងជាទ្រមង   

េយងីមាន ( )
75 51 3 cos sin

12 12
z i iπ π = + + 

 
  

                 

1 3 35 352 cos sin
2 2 12 12

35 352 cos sin cos sin
3 3 12 12

35 352 cos sin
3 12 3 12

39 392 cos sin
12 12

13 132 cos sin
4 4

i i

i i

i

i

i

π π

π π π π

π π π π

π π

π π

  = + +     
  = + +  
  
    = + + +    

    
 = + 
 
 = + 
 

  

េដយ13 52
4 4
π ππ= +   េនាះ 13 5cos cos

4 4
π π
=  និង

13 5sin sin
4 4
π π
=  

ដូចេនះ 5 52 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

  ។ 
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ម្យោ៉ងេទៀ 5 2cos cos cos
4 4 4 2
π π ππ = + = − = − 

 
   

               5 2sin sin sin
4 4 4 2
π π ππ = + = − = − 

 
   

ដូចេនះ 2 22 2 2
2 2

z i i
 

= − − = − −  
 

  ។ 

២.គណនា��សទ5ៃន z   

េគមាន 5 52 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

  េនាះ 52 ,
4

r πθ= =   ។ 

តមរូបមន�ប�សទ 5n =  េគបាន  

5

5 52 2
4 42 cos sin

5 5k

k k
w i

π ππ π    + +    
= +    

    
     

  

5 5 8 5 82 cos sin
20 20k

k kw iπ π π π + +   = +    
    

  

ចំេពះ 0,1,2,3,4k =   េគបាន  

5
0 2 cos sin

4 4
w iπ π = + 

 
  

5
1

13 132 cos sin
20 20

w iπ π = + 
 

 

5
2

21 212 cos sin
20 20

w iπ π = + 
 

 

5
3

29 292 cos sin
20 20

w iπ π = + 
 

  និង 5
4

37 372 cos sin
20 20

w iπ π = + 
 
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លហំត ទ់៥៧ 
េគឲ្យចំននកុំផ�ចិ 1 1 3z i= +   និង 2 3 3z i= +   ។ 

១.គណនា 1 2 1 2 1 2, ,z z z z z z+ −  និង 1

2

z
z

 េដយសរេសជាទ្រមង់ពីជគណិ  

២.ចូរសរេសរ 1 2 1 2, ,z z z z  និង 1

2

z
z

  ជាទ្រមង់្រតីេក។ 

ដំេណាះ្រ 

១.គណនា 1 2 1 2 1 2, ,z z z z z z+ −  និង 1

2

z
z

 

េយងីមាន  1 1 3z i= +   និង 2 3 3z i= +    
េយងីបាន 1 2 1 3 3 3 4 2 3z z i i i+ = + + + = +   

             

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1

2

1 3 3 3 2

1 3 3 3 3 3 3 3 3 4 3

1 3 3 31 3
9 33 3

3 3 3 3 3 3 3
12 6

z z i i

z z i i i i i

i iz i
z i

i i i

− = + − + = −

= + + = + + − =

+ −+
= =

++

− + + +
= =

  

ដូចេនះ 1 2 1 2 1 24 2 3 , 2 , 4 3z z i z z z z i+ = + − = − =  និង 1

2

3 3
6

z i
z

+
=  

២.សរេសរ 1 2 1 2, ,z z z z  និង 1

2

z
z

  ជាទ្រមង់្រតី េក 

េយងីបាន 1
1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +       
  

              2
3 13 3 2 3 2 3 cos sin

2 2 6 6
z i i iπ π   = + = + = +       

  

េហយី 1 2 4 3 cos sin
2 2

z z iπ π = + 
 

 និង 1

2

3 cos sin
3 6 6

z i
z

π π = + 
 

   ។ 
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លហំត ទ់៥៨ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច
( )11

3

256(cos sin )
12 12

i
z

iπ π

+
=

+
   ។ 

១.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតនិងជាទ្រមង់  

២.កំណតពីរចំនួនពតិ x  និង y   េដយដឹងថ ( ) ( )z x y i x y= + + −  ។ 

ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតី េកណម្រតនិងជាទ្រមង   

 េយងីមាន 3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

i i iπ π   + = + = +       
  

 េយងីបាន( )11 11 11 113 2 cos sin
6 6

i iπ π + = + 
 

  

 េនាះ
11

8
2 11 11cos sin

6 12 6 122
z iπ π π π    = − + −    

    
  

ដូចេនះ 7 78 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

 ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតេដ 7 2cos cos(2 ) cos
4 4 4 2
π π ππ  = − = − = 

 
   

និង 7 2sin sin(2 ) sin sin
4 4 4 4 2
π π π ππ  = − = − = − = − 

 
   

េគបាន 2 28 4 2 4 2
2 2

z i i
 

= − = −  
 

   ។ 

២.កំណត់ពីរចំនួនពិត x  និង y   េដយដឹងថ ( ) ( )z x y i x y= + + −   
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េយងីមាន 4 2 4 2z i= −   និង ( ) ( )z x y i x y= + + −  

េយងីបាន( ) ( ) 4 2 4 2x y i x y i+ + − = −   

សមមូល 4 2
4 2

x y
x y

 + =


− = −
   សមមូល 0 , 4 2x y= =   ។ 

ដូចេនះ 0 , 4 2x y= =   ។ 

លហំត ទ់៥៩ 

េគឲ្យសមីករដឺេ្រកទីព( ) ( )2: 2 3 2 4 3 0E z i z i− + + =   

១.េដះ្រសយសម( )E ក�ុងសំណំុកុផំ�ិច។េគត 1z  និង 2z ជាប�សរបស( )E ។ 
២.ចូរសរេសរ 1z និង 2z ជាទ្រមង់្រតីេកណ 
ដំេណាះ្រ 

១.េដះ្រសយសម( )E ក�ុងសំណំុកុំផ�ិ ច  

 ( ) ( )2: 2 3 2 4 3 0E z i z i− + + =  

 គណន ( )2
2' 3 2 4 3 3 4 3 4 4 3 1i i i i i∆ = + − = + − − = − =   

 េគទញឬ 1

2

3 2 3

3 2 3 3

z i i i

z i i i

 = + − = +


= + + = +
  

 ដូចេនះ 1 23 , 3 3z i z i= + = +  ។ 

២.សរេសរ 1z និង 2z ជាទ្រមង់្រតី េក៖ 

 េយងីបា 1
3 13 2 2 cos sin

2 2 6 6
z i i iπ π   = + = + = +   

  
  

 និង 2
1 33 3 2 3 2 3 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +   
  

 ។ 
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លហំត ទ់៦០ 

េគឲ្យសមីក( ) 2: (1 ) (3 7 ) 2 10 0E i z i z i+ − + + + =   

បង �ញថាសមី( )E  មានឬសមួយជាចំនួនពិតរួចគប�សមួយេទៀត ។ 

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថសមី( )E  មន��សមួយជាចំនួនពិត 

េគមា( ) 2: (1 ) (3 7 ) 2 10 0E i z i z i+ − + + + =  

តង 1 ,z a a= ∈ℜ  ជាឬសពិតរបស់សមីក( )E  េនាះេគប 

 

2

2 2

2 2

(1 ) (3 7 ) 2 10 0
3 7 2 10 0

( 3 2) ( 7 10) 0

i a i a i
a ia a ai i
a a i a a

+ − + + + =

+ − − + + =

− + + − + =

  

សមមូល 
2

2

3 2 0
7 10 0

a a
a a
 − + =


− + =
  សមមូល ( 2)( 1) 0

( 2)( 5) 0
a a
a a
− − =


− − =

 េគទញ 2a =   ។ 

ដូចេនះសមីក( )E  មានឬសមួយចំនួនពិតគឺ 1 2z =  ។ 

គណនា��ស 2z   មួយេទៀត ៖ 

តម្រទឹស�ីបទែវ្ 1 2
2 10
1

c iz z
a i

+
= =

+
  េដយ 1 2z =  

េគទញ 2
1 5 (1 5 )(1 ) 1 5 5 3 2
1 (1 )(1 ) 2

i i i i iz i
i i i

+ + − − + +
= = = = +

+ + −
  

ដូចេនះ  2 3 2z i= +   ។ 
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លហំត ទ់៦១ 

េគឲ្យពហុធ ( ) 3 2f z az bz cz d= + + +  ែដល , , ,a b c d∈  និង z∈  ។ 
ក)កំណត់េលខេមគុណ , , ,a b c d េដយដឹង ( ) 0f i = និង ( )1 1 7f i i+ = +  ។ 
ខ)ចូរេដះ្រសយសម ( ) 0f z = ក�ុងសំណុំ ចំេពះេលខេមគុ , , ,a b c d  
    េទីបរកេឃញីខងេលី 
ដំេណាះ្រ 

ក)កំណត់េលខេមគុណ , , ,a b c d  

េដយដឹង ( ) 0f i = និង ( )1 1 7f i i+ = +  េនាះេគបា 

( ) ( ) ( )

3 2

3 2

0
1 1 1 1 7

ai bi ci d

a i b i c i d i

 + + + =


+ + + + + + = +
 

0
2 2 2 1 7
ai b ci d
a ia ib c ci d i

− − + + =

− + + + + + = +

 

( ) ( )
( ) ( )

0
2 2 2 1 7
b d i a c

a c d i a b c i
 − + + − + =

− + + + + + = +

 សមមូល 

0
0

2 1
2 2 7

b d
a c
a c d

a b c

− + =
− + =

− + + =
 + + =

 

បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ 1, 2, 1, 2a b c d= = = =  ។ 
ដូចេនះ 1, 2, 1, 2a b c d= = = =  ។ 

ខ)េដះ្រសយសម ( ) 0f z = ក�ុងសំណំុ  

ចំេព 1, 2, 1, 2a b c d= = = =  េគបាន  

( ) ( )( )2 3 22 2 2 1f z z z z z z= + + + = + +   

េបី ( ) ( )( )20 2 1 0f z z z= ⇔ + + =  េគទញឬស 1 2 32 , ,z z i z i= − = − = ។ 

ដូចេនះ 1 2 32 , ,z z i z i= − = − = ។ 
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លហំត ទ់៦២ 

េគឲ្យពហុ ( ) 4 3 2f z z ax bz cz d= + + + +  ែដល , , ,a b c d∈  និង z∈  ។ 

ក)េបី ( ) 0f i = ចូរ្រស ( ) ( )( )2 21 1f z z z az b= + + + −  ។ 

ខ)រកេលខេមគុណ , , ,a b c d េដយដឹង ( ) 0f i = និង ( ) ( )1 3 1 2f i i+ = + ។ 
គ)ចូរេដះ្រសយសម ( ) 0f z = ក�ុងសំណុំ ចំេពះេលខេមគុ , , ,a b c d  
េទីបរកេឃញីខងេលី 
ដំេណាះ្រ 

ក)េប ( ) 0f i =  ្រស ( ) ( )( )2 21 1f z z z az b= + + + −   

េគមា ( ) 4 3 2f z z ax bz cz d= + + + +   
េគបាន ( ) 4 3 2 1f i i ai bi ci d ai b ci d= + + + + = − − + +  

                  ( ) ( )1 0b d i c a= − + + − =  

េគបាន
( )
( )

1 1
2

d b
c a
 = −


=
  

យក( ) ( )1 & 2 ជំនួសក�ុង ( )f z េគបាន 

( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 4 3 21 1f z z az bz az b z az az bz b= + + + + − = − + + + +  

        
( )( ) ( ) ( )
( )( )

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1

1 1

z z az z b z

z z az b

= − + + + + +

= + + + −
 

ដូចេនះ  ( ) ( )( )2 21 1f z z z az b= + + + −  ។ 

ខ)រកេលខេមគុណ , , ,a b c d េដយដឹង ( ) 0f i = និង ( ) ( )1 3 1 2f i i+ = +  

តមស្រមាយខងេល ( ) 0f i =  េគបា
( )
( )

1 1
2

d b
c a
 = −


=
 

េហយី  ( ) ( )( )2 21 1f z z z az b= + + + −  
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ចំេព 1z i= +  េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 1 1 1f i i i a i b   + = + + + + + + −     

ឬ  ( ) ( )( )1 1 2 1 1 1 2 1 1f i i i a ai b+ = + − + + − + + + −  
                ( ) ( ) ( )1 2 1 2i a b i a = + + − + +   

េដ ( ) ( )1 1 3 1 2f i+ = + េនា( ) ( )1 2 3a b i a+ − + + =  

េគទញ 1 0
2 0
a b

a
+ − =


+ =

 ឬ  2
3

a
b
= −


=

  

ដូចេនះ  2 , 3, 2 , 2a b c d= − = = − =  ។ 

គ)េដះ្យសមីក ( ) 0f z = ក�ុងសំណំុ  

ចំេព 2 , 3, 2 , 2a b c d= − = = − =  េគបា ( ) ( )( )2 21 2 2f z z z z= + − +  

េបី ( ) 0f z =  េនាះ( )( )
2

2 2
2

1 01 2 2 0
2 2 0

z
z z z

z z
 + =

+ − + = ⇔ 
− + =

 

សមមូល 
( )

2 2

2 2

1
1 1

z i

z i

 = − =


− = − =
 ឬ 

1
z i
z i
= ±

 = ±
 

ដូចេនះ  1 2 3 4, , 1 , 1z i z i z i z i= − = = − = +  ។ 

លហំត ទ់៦៣ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2 4 8f z z z= − +  ែដល z∈  ។ 

ក)ចូរគណនា ( )3 2f i+  និង ( )3 2f i−  រួចេផ��ងផា �តថា

(3 2 ) . (3 2 ) (3 2 ) (3 2 )f i i f i i i i+ + − = + + − ។ 

ខ)កំណត់z េដីម្បីឲ ( ) 0f z =  ។ 

គ)កំណត់ចំននួពិតaនិងbេដយដឹងថ ( ) 4 2f a ib i+ = −  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

ក)គណនា ( )3 2f i+  និង ( )3 2f i−   

េយងីមា ( ) 2 4 8f z z z= − +  ែដល z∈  

េយងីបា ( ) ( ) ( )23 2 3 2 4 3 2 8f i i i+ = + − + +  

                           9 12 4 12 8 8
1 4

i i
i

= + − − − +
= +

 

េហយី      ( ) ( ) ( )23 2 3 2 4 3 2 8f i i i− = − − − +  

                           9 12 4 12 8 8
1 4

i i
i

= − − − + +
= −

 

ដូចេនះ ( )3 2 1 4f i i+ = +  និង ( )3 2 1 4f i i− = −  ។ 

េផ��ងផា �ត់ថ (3 2 ) . (3 2 ) (3 2 ) (3 2 )f i i f i i i i+ + − = + + −   

េយងីមា ( ) ( )(3 2 ) . (3 2 ) 1 4 1 4 1 4 4 5 5f i i f i i i i i i i+ + − = + + − = + + + = +  

េហយី ( ) ( )3 2 3 2 3 2 3 2 5 5i i i i i i+ + − = + + + = +  

ដូចេនះ  (3 2 ) . (3 2 ) (3 2 ) (3 2 )f i i f i i i i+ + − = + + −  ពិត។ 

ខ)កំណត់z េដម្បី ឲ ( ) 0f z =   

េគបាន ( )22 4 8 0 , ' 4 8 4 2z z i− + = ∆ = − = − =  

េគទញប�ស 1 22 2 , 2 2z i z i= − = +  ។ 

ដូចេនះ 1 22 2 , 2 2z i z i= − = +  ។ 

គ)កំណត់ចំនួនពិតaនិងbេដយដឹងថ ( ) 4 2f a ib i+ = −   

េគមា ( ) 2 4 8f z z z= − +  



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 114 
 

េគបាន ( ) ( ) ( )2 4 8f a ib a ib a ib+ = + − + +  

                         ( ) ( )

2 2

2 2

2 4 4 8
4 8 2 4

a iab b a ib
a b a i ab b

= + − − − +

= − − + + −
 

េដ ( ) 4 2f a ib i+ = −  េនាះេគទ
2 2 4 8 4

2 4 2
a b a
ab b

 − − + =


− = −
 

សមមូល ( )
( )

2 22
2 1

a b
a b

 − =


− = −
  សមមូល 

( ) ( )

( )

2 22 1
1 2

2

a b

b
a

 − =



= −
−

 

យកសមីក( )2 ជំនយសក�ុង( )1  េគបាន( )
( )

2
2

12
2

a
a

− =
−

 

សមមូល ( )42 1a − =  សមមូល 2 1
2 1

a
a
− = −

 − =
 េនាះ 1 1a =  ឬ  2 3a =  

ចំេព 1a =  េនាះត ( )2 េគបាន 1 1
1 2

b = − =
−

 ។ 

ចំេព 3a =  េនាះត ( )2 េគបាន 1 1
3 2

b = − = −
−

 ។ 

ដូចេនះ  1, 1a b= =   ឬ  3, 1a b= = −   ។ 

លហំត ទ់៦៤ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច (1 )(1 )(1 )z i i iα β γ= + + +  ែដល , ,α β γ  ជាបីចំនួនពិ 

ែដលជាប�សរបស់សមីក 3 28 4 4 1 0x x x− − + =   ។ 

១.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

២.ចូរបង �ញថាម ូ៉ឌុល z  ជាចំនួនសនិទន 
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ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ z  ជាទ្រមង់ ពីជគណ ៖ 

េយងីមាន (1 )(1 )(1 ) (1 i i )(1 i )z i i iα β γ α β αβ γ= + + + = + + − +  

              1 ( ) ( )z iαβ βγ αγ α β γ αβγ= − + + + + + −      

េដ , ,α β γ  ជាបីចំនួនពិតជាប�សរបស់សមីក 3 28 4 4 1 0x x x− − + =    

េនាះតម្រទឹស�ីបទែវ

1
2

1
2

1
8

α β γ

αβ βγ αγ

αβγ

 + + =

 + + = −

 = −

  

ដូចេនះ   1 1 1 3 51
2 2 8 2 8

z i i   = + + + = +   
   

  ។ 

២.បង �ញថម៉ូឌុលៃz  ជាចំនួនសនិទ ៖ 

េយងីមា 3 5
2 8

z i= +  េនាះ 9 25 169 13| |
4 64 64 8

z = + = =  ជាចំនួនសនិទ។ 

ដូចេនះមូ៉ឌុលៃន z  ជាចំនួនសនិទន 
លហំត ទ់៦៥ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 3 2a i= −  និង 2 2b i= − +   ។ 
១.សរេសរ 2 2 4 2Z a b ai b= + + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  
២.សរេសរ ;a b និង ab ជាទ្រមង់្រតីេកណម 
ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ  2 2 4 2Z a b ai b= + + +  ជាទ្រមង់ ពីជគណ  
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េគមាន 2 3 2 , 2 2a i b i= − = − +  េនាះេគបាន 

         

2 2(2 3 2 ) ( 2 2) 4 (2 3 2 ) 2( 2 2)
12 8 3 4 2 4 2 8 3 8 2 2 14 2

Z i i i i i
i i i i i

= − + − + + − + − +

= − − + − − + + − + = −
 

ដូចេនះ  14 2Z i= −   ។ 

២.សរេសរ  ,a b និង ab ជារាង្រតីេក ៖ 

            3 12 3 2 4( . ) 4(cos( ) sin( ))
2 2 6 6

a i i iπ π
= − = − = − + −  

            

2 22 2 2( )
2 2

2( cos sin ) 2 cos( ) sin( )
4 4 4 4

3 32 cos sin
4 4

b i i

i i

i

π π π ππ π

π π

= − + = − +

 = − + = − + −  
 = + 
 

 

          

3 3 7 7. 8 cos( ) sin( ) 8(cos sin )
6 4 6 4 12 12

a b i iπ π π π π π = − + + − + = +  
 

ដូចេនះ  4 cos( ) sin( )
6 6

a iπ π = − + −  
       

           3 3 7 72(cos sin ) ; 8(cos sin )
4 4 12 12

b i ab iπ π π π
= + = + ។ 

លហំត ទ់៦៦ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 3z i= +  និង 2 2w i= +   ។ 

ក.គណនា z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមa ib+  ែដល ,a b∈  ។ 

ខ.ចូរសរេសរ ,z w  និង 
z
w

  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.សរេសរ 
2019z

w
 
 
 

 ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតនិងជាទ្រមង់  
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ដំេណាះ្រ 

ក.គណនា z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រម a ib+  ែដល ,a b∈  ៖ 

 េយងីបាន 1 3 (1 3)( 2 2)
2 2 ( 2 2)( 2 2)

z i i i
w i i i

+ + −
= =

+ + −
  

                         2 2 6 6 6 2 6 2
2 2 4 4

i i i− + + + −
= = +

+
  

 ដូចេនះ  6 2 6 2
4 4

z i
w

+ −
= +   ។ 

ខ.សរេសរ  ,z w  និង 
z
w

  ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 1 31 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +       
  

                     2 22 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

w i i iπ π   = + = + = +       
  

  និង 
2 cos sin cos sin
2 3 4 3 4 12 12

z i i
w

π π π π π π    = − + − = +    
    

 ។ 

គ.សរេសរ 
2019z

w
 
 
 

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម្រតនិងជាទ្រមង   ៖ 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីងបា 

 
2019 2019 673 673cos sin cos sin

12 12 4 4
z i i
w

π π π π   = + = +   
   

  

 មាន673 168
4 4
π ππ= +  េនា 673cos cos

4 4
π π
= និង

673sin sin
4 4
π π
=  

 ដូចេនះ  2 2cos sin
4 4 2 2

z i i
w

π π
= + = +  ។ 
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លហំត ទ់៦៧ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច ( )1 3 (cos sin )
12 12

Z i iπ π
= − + +  ។ 

ក.ចូរសរេសរ Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ខ.េគយក  1 3
4
iW Z−

=  ។  

    ចូរសរេសរW  ជាទ្រមង់ពីជគណិតនិងជាទ្រមង់្រតីេក  

គ.េ្របីលទ�ផលខងេលីចូរទញរកតៃម�្រប
5cos
12
π  និង 

5sin
12
π  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរ Z  ជាទ្រមង់្រតីេក  ៖ 

េគមាន ( )1 3 (cos sin )
12 12

Z i iπ π
= − + +   

េគបាន 1 32 cos sin
2 2 12 12

Z i iπ π  = − + +     
  

          2 22 cos sin cos sin
3 3 12 12

Z i iπ π π π  = + +  
  

 

 ដូចេនះ  32 cos sin
4 4

Z iπ π3 = + 
 

  ។ 

ខ.សរេសរW  ជាទ្រមង់ ពីជគណិតនិងជាទ្រមង់្រតីេ   ៖ 

 េគមាន 1 3
4
iW Z−

=  េដយ 32 cos sin
4 4

Z iπ π3 = + 
 

   

 េគបាន 1 3 3 3cos sin
2 4 4
iW iπ π−  = + 

 
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 េដយ 3 2cos cos cos
4 4 4 2
π π ππ = − = − = − 

 
  

 និង     
3 2sin sin sin
4 4 4 2
π π ππ = − = = 

 
 

 េនាះ 1 3 2 2 2 2 6 6
2 2 4
i i i iW − − + − + + +

= × =   

 ដូចេនះ  6 2 6 2
4 4

W i− +
= +   ។ 

 ម្យោ៉ងេទៀ 1 3 3 3cos sin
2 4 4
iW iπ π−  = + 

 
 

                          

1 3 3 3cos sin
2 2 4 4

3 3cos sin cos sin
3 3 4 4

3 3 5 5cos( ) sin( ) cos sin
4 3 4 3 12 12

i i

i i

i i

π π

π π π π

π π π π π π

  = − +     
      = − + − +      

      

= − + − = +

  

 ដូចេនះ  5 5W cos sin
12 12

iπ π
= +  ។ 

គ.េ្រ�លទ�ផលខងេលចូរទាញរកតៃម�្រ� 5cos
12
π  និង 

5sin
12
π  ៖ 

 េយងីមាន ( )5 5W cos sin 1
12 12

iπ π
= +  

 និង          ( )6 2 6 2 2
4 4

W i− +
= +    

 ត( ) ( )1 & 2  េគទញបាន 

 5 6 2cos
12 4
π −
=   និង 

5 6 2sin
12 4
π +
=     ។ 
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លហំត ទ់៦៨ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 1 2 1Z i= + + −   ។ 
ក.បង �ញថ 2 2 2Z i= +   ។ 
ខ.ចូរសរេសរ 2Z  និង 4038Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 
គ.ចូរសរេសរ 4038Z  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  
ដំេណាះ្រ 

ក.បង �ញថ 2 2 2Z i= +   ៖ 

 េគមាន 2 1 2 1Z i= + + −    

 េគបា ( )22 2 1 2 1Z i= + + −    

                     
2

( 2 1) 2 ( 2 1)( 2 1) ( 2 1)

2 1 2 2 1 2 1 2 2

i

i i

= + + + − − −

= + + − − + = +
  

 ដូចេនះ  2 2 2Z i= +    

ខ.សរេសរ  2Z  និង 
4038Z  ជាទ្រមង់្រតីេក  ៖ 

 េយងីបា 2 2 22 2 2 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

Z i i iπ π   = + = + = +       
   

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីងបា 

 
2019

4038 2 2 cos sin
4 4

Z iπ π  = +  
  

 

                ( )2019 2019 20192 2 cos sin
4 4

iπ π = + 
 

 

 េដយ 2019 3504
4 4
π ππ= +  
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 ដូចេនះ  ( )20194038 3 32 2 cos sin
4 4

Z iπ π = + 
 

  ។ 

គ.សរេសរ  4038Z  ជាទ្រមង់ ពីជគណ ៖ 

 េយងីមាន ( )20194038 3 32 2 cos sin
4 4

Z iπ π = + 
 

  

 េដយ 3 2cos cos cos
4 4 4 2
π π ππ = − = − = − 

 
  

 និង     3 2sin sin sin
4 4 4 2
π π ππ = − = = 

 
 

 ដូចេនះ   ( )20192019 3028 30282 22 2 2 2
2 2

Z i i
 

= − + = − +  
 

  ។ 

លហំត ទ់៦៩ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 3

( 3 )(cos sin )
12 12

iz
i iπ π
− +

=
+ +

  

ក.បង �ញថ 1 3
2 2

iz
i

− +
=

+
 រួចសរេសរវជាទ្រមង់ពីជគណ  

ខ.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេក ។ 

គ.េ្របីលទ�ផលខងេលីចូរទញរកតៃម�្រប
5cos
12
π  និង 

5sin
12
π  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.បង �ញថ 1 3
2 2

iz
i

− +
=

+
 រួចសរេសរវជាទ្រមង់ពីជគ  ៖ 

 េគមា 1 3

( 3 )(cos sin )
12 12

iz
i iπ π
− +

=
+ +

  



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 122 
 

 េដយ 3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

i i iπ π   + = + = +       
  

 េគបា ( 3 )(cos sin ) 2 cos sin
12 12 6 12 6 12

i i iπ π π π π π    + + = + + +    
    

  

                                                   
2 22 cos sin 2

4 4 2 2

2 2

i i

i

π π   = + = +       

= +

  

 ដូចេនះ  1 3
2 2

iz
i

− +
=

+
  ពិត។ 

 ម្យោ៉ងេទៀ
( )( )
( )( )

1 3 2 21 3
2 2 2 2 2 2

i iiz
i i i

− + −− +
= =

+ + −
 

                         
( ) ( )6 2 6 22 2 6 6

2 2 4
ii i − + +− + + +

= =
+

  

 ដូចេនះ  6 2 6 2
4 4

z i− +
= +    ។ 

ខ.សរេសរ z  ជាទ្រមង់្រតីេក  ៖ 

េយងីមាន

1 3 2 22 cos sin2 21 3 3 3
2 2 2 2 cos sin2 4 42 2

i iiz
i ii

π π

π π

 
− +  + − +  = = =

 + ++  
 

  

                       2 2 5 5cos sin cos sin
3 4 3 4 12 12

i iπ π π π π π   = − + − = +   
   

  

 ដូចេនះ  5 5cos sin
12 12

z iπ π
= +   ។ 

គ.េ្រ�លទ�ផលខងេលចូរទាញរកតៃម�្រ� 5cos
12
π  និង 5sin

12
π  ៖ 
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 េយងីមាន ( )5 5cos sin 1
12 12

z iπ π
= +    

 និង          ( )6 2 6 2 2
4 4

z i− +
= +    

 េដយេ្របៀបេធៀបសមី( )1 និង( )2 េគបាន  

 5 6 2cos
12 4
π −
=   និង 5 6 2sin

12 4
π +
=    ។ 

លហំត ទ់៧០ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 3u i= − −  និង 3v i= +   

ក.ចូរសរេសរ 2 2 | |z u v uv= + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

ខ.ចូរគណនាប�សកទីបីៃz  ។ 

គ.ចូរសរេសរ u  និង v  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរ  2 2 | |z u v uv= + +  ជាទ្រមង់ ពីជគណ  ៖ 

 េគបាន ( ) ( )2 2
1 3 3 | 1 3|.| 3 |z i i i i= − − + + + − − +   

                    2 2 3 2 2 3 1 3 3 1
4 3 4 4 4 3

i i
i i

= − + + + + + +

= + = +
  

 ដូចេនះ  4 4 3z i= +  ។ 

ខ.គណនា��សទីបីៃ z  ៖ 

 េយងីមា 1 34 4 3 8 8 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +       
 

 េនាះេគទ 8 ,
3

r πθ= =  ។ 
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 តមរូបមន�ប�សទីn  គឺ 
2 2cos sinn

k
k kw r i

n n
θ π θ π + +   = +    
    

  

 េដយ 3n =  និង 8 ,
3

r πθ= =  េគបាន  

 3 6 68 cos sin
9 9k

k kw iπ π π π + +   = +    
    

  ែដល 0,1,2k =  ។ 

 ចំេពះ 0 : 2 cos sin
9 9

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេពះ 1
7 71: 2 cos sin
9 9

k w iπ π = = + 
 

  

 ចំេពះ 2
13 132: 2 cos sin

9 9
k w iπ π = = + 

 
  

គ.សរេសរ u  និង v  ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 1 3 4 41 3 2 2 cos sin
2 2 3 3

u i i iπ π   = − − = − − = +       
  

 និង         
3 13 2 2 cos sin

2 2 6 6
v i i iπ π   = + = + = +       

  ។ 

លហំត ទ់៧១ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1u i= +  និង 3v i= +   

ក.ចូរសរេសរ 2 2 4 2z u v u iv= + + −  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

ខ.ចូរគណនាប�សកេរៃz  ។ 

គ.ចូរសរេសរ , ,u v uv  និង 
u
v

 ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរ  2 2 4 2z u v u iv= + + −  ជាទ្រមង់ ពីជគណ  
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 េគមាន 1u i= +  និង 3v i= +   

 េគបាន 2 2(1 ) ( 3 ) 4(1 ) 2 ( 3 )z i i i i i= + + + + + − +   

                    1 2 1 3 2 3 1 4 4 2 3 2
8 6

i i i i
i

= + − + + − + + − +
= +

  

 ដូចេនះ  8 6z i= +   ។ 

ខ.គណនា��សកេរ z  ៖ 

 ត , ,kw x iy x y= + ∈y  ជាប�សកេរz  េនាះ 2
kw z=   

 េគបាន( )2 8 6x iy i+ = +   

 សមមូល 2 2( ) 2 8 6x y xyi i− + = +   

 េគទញ
2 2 8

2 6
x y
xy

 − =


=
  

 បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ 1 13 , 1x y= =   ឬ   2 23 , 1x y= − = −  ។ 

 ដូចេនះ  1 23 , 3w i w i= + = − −  ជាប�សកេរែដល្រត�វ 

គ.សរេសរ  , ,u v uv  និង 
u
v

 ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 2 21 2 2 cos sin
2 2 4 4

u i i iπ π   = + = + = +       
  

                     3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

v i i iπ π   = + = + = +       
  

                    

5 52 2 cos sin
12 12

2 cos sin
2 12 12

uv i

u i
v

π π

π π

 = + 
 

 = + 
 
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លហំត ទ់៧២ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 3 3
22

u i= − +  និង 2 2v i= − −   

ក.ចូរសរេសរ u  និង v  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ខ.ចូរសរេសរ 
8

5
uz
v

=   ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.កំណត់ចំនួនគត់វិ ជ�មានតូចបំផុតេដីម្បីឲ nz  ជាចំនួនពិត  

ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរ u  និង v  ជាទ្រមង់្រតីេកណ  

 េគមាន 3 3
22

u i= − +  និង 2 2v i= − −   

 េយងីបាន 3 2 6 3 16
2 2 2 2

u i i
 

= − + = − +  
 

  

                     5 56 cos sin
6 6

u iπ π = + 
 

 ។ 

 និង 
2 2 5 52 2 2 2 cos sin

2 2 4 4
v i i iπ π   = − − = − − = +       

 ។ 

ខ.សរេសរ 
8

5
uz
v

=   ជាទ្រមង់្រតីេក  

 េគមា 5 56 cos sin
6 6

u iπ π = + 
 

និង
5 52 cos sin
4 4

v iπ π = + 
 

 ។ 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីន ៖ 
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8

8 45 5 20 206 cos sin 6 cos sin
6 6 3 3

u i iπ π π π    = + = +    
    

  

 
5

5 5 5 25 252 cos sin 32 cos sin
4 4 4 4

v i iπ π π π    = + = +    
    

 

 េយងីបាន
46 20 25 20 25cos sin

32 3 4 3 4
z iπ π π π    = − + −    

    
  

 ដូចេនះ  81 5 5cos sin
2 12 12

z iπ π = + 
 

 ។ 

គ.កំណត់ចំនួនគត់វិជ�មនតូចបំផុតេដម្បីឲ
nz  ជាចំនួនពិត  

 េគមាន 81 5 5cos sin
2 12 12

z iπ π = + 
 

  

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីងបា 

 81 5 5 81 5 5cos sin os sin
2 12 12 2 12 12

n n
n n nz i c iπ π π π      = + = +      

      
 

 េដីម្បីឲ្ nz  ជាចំនួនពិតលុះ្រត
5sin 0
12
nπ

=   

 សមមូល 5
12
n kπ π=  ឬ  12

5
kn =  េដយn∈  េនា 5 ,k p p= ∈   

 េគបាន 12 ,n p p= ∈   ។ 

 ដូចេនះតៃម�តចបំផុតៃនn  គឺ 12n =  ែដល្រត�វនឹង 1p =  ។  

www.mathtoday.wordpress.com 
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លហំត ទ់៧៣ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 2 3u i= +  និង 2 2v i= +   
ក.ចូរសរេសរ u  និង v  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

ខ.ចូរសរេសរ 
4

5
uz
v

=   ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.ចូរសរេសរ   2019z  ជាទ្រមង់ពីជគណ   ។ 
ដំេណាះ្រ 

ក.សរេសរ u  និង v  ជាទ្រមង់្រតីេក  ៖ 

 េគមាន 2 2 3u i= +  និង 2 2v i= +   

 េយងីបាន 1 32 2 3 4 4 cos sin
2 2 3 3

u i i iπ π   = + = + = +       
។ 

 និង  
2 22 2 2 2 2 2 cos sin

2 2 4 4
v i i iπ π   = + = + = +       

 ។  

ខ.សរេសរ 
4

5
uz
v

=   ជាទ្រមង់្រតីេក  ៖ 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេគមា 

 
4

4 4 44 cos sin 256 cos sin
3 3 3 3

u i iπ π π π    = + = +    
    

  

 
5

5 5 52 2 cos sin 128 2 cos sin
4 4 4 4

v i iπ π π π    = + = +    
    

  

 េគបាន 256 4 5 4 5cos sin
3 4 3 4128 2

z iπ π π π    = − + −    
    

  

 ដូចេនះ  2 cos sin
12 12

z iπ π = + 
 

 ។ 



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 129 
 

គ.សរេសរ   2019z  ជាទ្រមង់ ពីជគណ   ៖ 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីងប
2019

2019 2 cos sin
12 12

z iπ π  = +  
  

 

                                                   ( )2019 673 6732 cos sin
4 4

iπ π = + 
 

 

 េដយ 673 168
4 4
π ππ= +  េនាះេគបា 673 2cos cos

4 4 2
π π
= =  

 និង   673 2sin sin
4 4 2
π π
= = ។ 

 ដូចេនះ  2019 1009 10092 22 2 2
2 2

z i i
 

= + = +  
 

  ។ 

លហំត ទ់៧៤ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 3 2u i= +  និង 2 2v i= +   

ក.គណន 2 2 2 3 2 2 4z u v u v= + − − + និងដក់លទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ  

ខ.ចូរសរេសរ ,u v និង z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.ចូរេផ��ងផា �ត់ថ
81

32
uz
v

 =  
 

   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.គណន 2 2 2 3 2 2 4z u v u v= + − − +  េដយសរេសរលទ�ផ 

          ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

 2 2 2 3 2 2 4z u v u v= + − − + េដ 2 3 2u i= +  និង 2 2v i= +  
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    ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 3 2 2 2 2 3 2 3 2 2 2 2 2 4i i i i= + + + − + − + +   

          8 8 3 4 12 4 3 4 4 4
4 4 3

i i i i
i

= + + − − − − +

= − +
  

 ដូចេនះ  4 4 3z i= − +  ។ 

ខ.សរេសរ  ,u v និង z  ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបា 3 12 3 2 4 4 cos sin
2 2 6 6

u i i iπ π   = + = + = +       
  

                    2 22 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

v i i iπ π   = + = + = +       
  

                    1 3 2 24 4 3 8 8 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = − + = − + = +       
  

គ.េផ��ងផា�ត់  
81

32
uz
v

 =  
 

  ៖ 

 េគមាន 2 cos sincos
6 4 6 4

u i
v

π π π π    = − + −    
    

  

                 2 cos sin
12 12

u i
v

π π    = − + −    
    

  

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័ ( )
8 2 2256 cos sin 1

3 3
u i
v

π π      = − + −      
      

  

 ម្យោ៉ងេទៀ 2 28 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

  

 េគបាន ( )2 2 2 28 cos sin 8 cos 2
3 3 3 3

z i isnπ π π π      = − = − + −      
      

 

 ត( ) ( )1 & 2  េគបាន
81

32
uz
v

 =  
 

 ពិត។ 
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លហំត ទ់៧៥ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 3
1

iz
i

+
=

+
  

ក.គណនzនិង 2z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ  

ខ.ចូរសរេសរ 2z  និង 4038z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.កំណត់ចំនួនគត់វិ ជ�មានតូចបំផុn ែដលេធ�ីឲ្យ 2nz   ជាចំនួនពិត 

ដំេណាះ្រ 

ក.គណនzនិង 2z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ   

 េគមាន 1 3 (1 3)(1 ) 1 3 3
1 (1 )(1 ) 2

i i i i iz
i i i

+ + − − + +
= = =

+ + −
  

 ដូចេនះ  3 1 3 1
2 2

z i+ −
= +   ។ 

 េហយី 
2

2 3 1 3 1
2 2

z i
 + −

= +  
 

   

                    4 2 3 3 1 4 2 32 3
4 4 4

i i+ − −
= + − = +   

 ដូចេនះ  2 3z i= +  ។ 

ខ.សរេសរ  2z  និង 
4038z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ  

 េយងីបាន 2 3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

z i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 
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 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័ ( )
2019

20194038 2 2 cos sin
6 6

z z iπ π  = = +  
  

  

                                      2019 673 6732 cos sin
2 2

iπ π = + 
 

  

 េដយេគមាន 673 336
2 2
π ππ= +   

 ដូចេនះ  4038 20192 cos sin
2 2

z iπ π = + 
 

  ។ 

គ.កំណត់ចំនួនគត់វិជ�មនតូចបំផុn ែដលេធ�ឲ្យ
2nz   ជាចំនួនពិ៖ 

 េគមាន 2 2 cos sin
6 6

z iπ π = + 
 

  (ស្រមាយខងេ 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័ 2 2 cos sin
6 6

n n n nz iπ π = + 
 

  

 េដីម្បីឲ្ 2nz  ជាចំនួនពិតលុះ្រតsin 0
6

nπ
=   សមមូល 

6
n kπ π=   

 ឬ  6n k=  ែដល k∈   ( េ្រពn  ជាចំនួនគត់វិជ�មាន  

 ដូចេនះតៃម�តចបំផុតៃនn ែដលេធ�ីឲ្ 2nz  ជាចំនួនពិតគឺ 6n =  ។ 
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លហំត ទ់៧៦ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 3 2 3z i= + + −   

ក.គណន 2z និង 4z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ  

ខ.ចូរសរេសរ 2z  និង 4z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.ចូរកំណត់ពីរចំនួនកុំផ�ិច pនិង q  េដយដឹងថ 2z និង 4z  ជាប�សរបស 

    សមីករដឺេ្រកទីពី 2 0x px q+ + =  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.គណន 2z និង
4z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ   

 េគមាន 2 3 2 3z i= + + −   

 េយងីបាន ( )22 2 3 2 3z i= + + −  

                         2 3 2 2 3 2 3 2i i= + + − + = +   

 ដូចេនះ  2 2 3 2z i= +  ។ 

 ម្យោ៉ងេទៀ ( ) ( )224 2 2 3 2 12 8 3 4z z i i= = + = + −   

 ដូចេនះ 4 8 8 3z i= +  ។ 

ខ.សរេសរ  2z  និង 
4z  ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 2 3 12 3 2 4 4 cos sin
2 2 6 6

z i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 

 និង 4 1 38 8 3 16 16 cos sin
2 2 3 3

z i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 
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គ.កំណត់ពីរចំនួនកុំផ�ិច   p  និង q៖ 

  េដយ 2z និង 4z  ជាប�សរបស់សមីករដឺេ្រកទីព 2 0x px q+ + =   

 េនាះតម្រទឹស�ីបទែវ្យតេ
2 4

2 4.
z z p
z z q
 + = −


=
  

 េគទញ ( ) ( ) ( )2 3 2 8 8 3 8 2 3 2 8 3

(2 3 2 )(8 8 3) (16 48) 64

p i i i

q i i i i

 = − + + + = − + − +

 = + + = + =

  

 ដូចេនះ  ( ) ( )8 2 3 2 8 3p i= − + − +  និង 64q i=  ។ 

លហំត ទ់៧៧ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 3 1 3 1
2 2

z i+ −
= +  និង 1w i= −   

ក.គណន z
w

 េដយសរេសរលទផលជាទ្រមងa ib+  ែដល ,a b∈  ។ 

ខ.ចូរសរេសរ z
w

 និង w   ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.ទញរកទ្រមង់្រតីេកណមzនិង 2019z   ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក.គណន z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រម a ib+   

 េយងីមា 3 1 3 1
2 2

z i+ −
= +  និង 1w i= −  

 េយងីបាន
( 3 1) ( 3 1) (1 )( 3 1) ( 3 1)

2(1 ) 4
i iz i

w i

 + + − ++ + −  = =
−
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( 3 1) ( 3 1) ( 3 1) ( 3 1)
4

2 2 3 1 3
4 2 2

i i

i i

+ + − + + − −
=

+
= = +

  

 ដូចេនះ  1 3
2 2

z i
w

= +  ។ 

ខ.សរេសរ  z
w

 និង w   ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 1 3 cos sin
2 2 3 3

z i i
w

π π
= + = +  ។ 

 និង 
2 21 2 2 cos( ) sin( )

2 2 4 4
w i i iπ π   = − = − = − + −       

 ។ 

គ.ទាញរកទ្រមង់្រតីេកណម zនិង 2019z   ៖ 

 េយងីមាន cos sin
3 3

z i
w

π π
= +  េនាះ cos sin

3 3
z i wπ π = + 

 
 

       ឬ   cos sin 2 cos( ) sin( )
3 3 4 4

z i iπ π π π   = + × − + −      
  

 ដូចេនះ  2 cos sin
12 12

z iπ π = + 
 

  ។ 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេគប
2019

2019 2 cos sin
12 12

z iπ π  = +  
  

 

                                                 
2019 673 6732 cos sin

4 4
iπ π = + 

 
  

 េដយេគមា 673 672 168
4 4 4
π π π ππ+
= = +   

 ដូចេនះ 
20192019 2 cos sin

4 4
z iπ π = + 

 
 ។ 
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លហំត ទ់៧៨ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិ 3z i= + និង 
6 2 6 2

2 2
w i+ −
= +    

ក.គណន .z w  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមa ib+  ែដល ,a b∈  ។ 

ខ.ចូរសរេសរ ,z zw  និង w   ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.សរេសរ 2019w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

ដំេណាះ្រ 

ក.គណន .z w  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រម a ib+   

 េគមាន 3z i= +   និង   
6 2 6 2

2 2
w i+ −
= +    

 េយងីបាន 6 2 6 2( 3 )( )
2 2

zw i i+ −
= + +   

                          

3 2 6 3 2 6 6 2 6 2
2 2 2 2

3 2 6 6 2 3 2 6 6 2
2 2

2 2 2 2

i i

i

i

+ − + −
= + + −

+ − + − + +
= +

= +

  

 ដូចេនះ  2 2 2 2zw i= +  ។ 

ខ.សរេសរ  ,z zw  និង w   ជាទ្រមង់្រតីេក ៖ 

 េយងីបាន 3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

z i i iπ π   = + = + = +       
 ។ 

                  2 22 2 2 2 4 4 cos sin
2 2 4 4

zw i i iπ π   = + = + = +       
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 េហយី 
4 cos sin 4 cos sin

4 4 4 4

2 cos sin
6 6

i i
w

z i

π π π π

π π

   + +   
   = =

 + 
 

  

 ដូចេនះ  2 cos sin
12 12

w iπ π = + 
 

  ។ 

គ.សរេសរ  2019w  ជាទ្រមង់្រតីេក  ៖ 

 េយងីមាន 2 cos sin
12 12

w iπ π = + 
 

 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេគប
2019

2019 2 cos sin
12 12

w iπ π  = +  
  

 

                                                 2019 673 6732 cos sin
4 4

iπ π = + 
 

  

 េដយេគមា 673 672 168
4 4 4
π π π ππ+
= = +   

 ដូចេនះ  2019 20192 cos sin
4 4

w iπ π = + 
 

 ។ 

លហំត ទ់៧៩ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 2z i= +  និង 6 2w i= +   ។ 

ក.គណនា z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមa ib+  ែដល ,a b∈  ។ 

ខ.ចូរសរេសរ ,z w  និង 
z
w

  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

គ.សរេសរ 
2019z

w
 
 
 

 ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតនិងជាទ្រមង់  



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 138 
 

ដំេណាះ្រ 

ក.គណនា z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលជាទង ់a ib+  ែដល ,a b∈   

 េយងីបាន 2 2 (2 2 )( 6 2)
6 2 ( 6 2)( 6 2)

z i i i
w i i i

+ + −
= =

+ + −
  

 2 6 2 2 2 6 2 2 2( 6 2) 2 ( 6 2)
6 2 8

z i i i
w

− + + + + −
= =

+
  

 ដូចេនះ  6 2 6 2
4 4

z i
w

+ −
= +   ។ 

ខ.សរេសរ  ,z w  និង 
z
w

  ជាទ្រមង់្រតីេ ្រ៖ 

 េយងីបាន 2 22 2 2 2 2 2 cos sin
2 2 4 4

z i i iπ π   = + = + = +       
  

                     3 16 2 2 2 2 2 cos sin
2 2 6 6

w i i iπ π   = + = + = +       
  

 និង  
2 2 cos sin cos sin

4 6 4 6 12 122 2
z i i
w

π π π π π π    = − + − = +    
    

 ។ 

គ.សរេសរ 
2019z

w
 
 
 

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម្រតនិងជាទ្រមង   ៖ 

 តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័រេយីងបា 

 
2019 2019 673 673cos sin cos sin

12 12 4 4
z i i
w

π π π π   = + = +   
   

  

 មាន673 168
4 4
π ππ= +  េនា 673cos cos

4 4
π π
= និង

673sin sin
4 4
π π
=  

 ដូចេនះ  2 2cos sin
4 4 2 2

z i i
w

π π
= + = +  ។ 

www.mathtoday.wordpress.com 
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លហំត ទ់៨០ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិ  2 3a i= +   និង 3 2b i= +   

១.ចូរសរេសរ 2 2z a ab b= − −  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

២.កំណត់ពីរចំនួនពិតxនិង y េដយដឹងថ 2 6ax by ab+ = +  ។ 

ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ  2 2z a ab b= − −  ជាទ្រមង់ ពីជគណ  

េគមាន 2 3a i= +   និង 3 2b i= +  

( ) ( )2 2
2 3 ( 2 3)( 3 2) 3 2z i i i i= + − + + − +   

   2 2 6 3 6 2 3 6 3 2 6 2
2 5

i i i i
i

= + − − − − + − − +
= − −

  

២.កំណត់ពីរចំនួនពិតx និង y េដយដឹង 2 6ax by ab+ = +   

េគមា 2 3a i= +   និង 3 2b i= +  

( 2 3) ( 3 2) ( 2 3)( 3 2) 2 6i x i y i i+ + + = + + +   

( ) ( )
2 3 3 2 6 2 3 6 2 6

2 3 3 2 2 6 5

x i x y i y i i

x y i x y i

+ + + = + + − +

+ + + = +
  

េគទញ 2 3 2 6
3 2 5

x y
x y

 + =


+ =
   

បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ 3 , 2x y= =  ។ 
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លហំត ទ់៨១ 

េគឲ្យចំនួនកុផ�ិច  1 3
8 8

z i= − −   

១.ចូរសរេសរ z  និង 2018z  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

២.គណនាប�សទី4   ៃន z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ   

ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ z  និង 
2018z  ជាទ្រមង់្រតីេក  

េយងីបាន 1 3 1 1 3 1 cos sin
8 8 4 2 2 4 3 3

z i i iπ π   = − − = − − = − −       
   

                 1 4 4cos sin
4 3 3

iπ π = + 
 

 

តម្រទឹស�ីបទដឺមុ័
2018

2018
2018

1 4 4 1 8072 8072cos sin cos sin
4 3 3 3 34

z i iπ π π π    = + = +    
    

  

េដយ 8072 22690
3 3
π ππ= +  េនាះ 2018

2018
1 2 2cos sin

3 34
z iπ π = + 

 
 ។ 

២.គណនា��សទី4   ៃន z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ   

េគមាន 1 4 4cos sin
4 3 3

z iπ π = + 
 

  េនាះ 1 4,
4 3

r πθ= =    

តមរូបមន�ប�សទ 4n =  េគបាន  

4

4 42 21 3 3cos sin
4 4 4k

k k
w i

π ππ π    + +    
= +    

    
     
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ឬ  1 2 3 2 3cos sin
6 62k

k kw iπ π π π + +   = +    
    

 ែដលចំេពះ  0,1,2,3k =  

េគបាន  

0
1 1 1 3 1 3 2 6cos sin

3 3 2 2 4 42 2 2 2 2 2
w i i i iπ π   = + = + = + = +       

 

1
1 5 5 1 3 1 3 1 6 2cos sin

6 6 2 2 4 42 2 2 2 2 2
w i i i iπ π   = + = − + = − + = − +       

 

2

3

1 4 4 2 1 3 2 6cos sin
3 3 2 2 2 4 42

1 11 11 2 3 1 6 2cos sin
6 6 2 2 2 4 42

w i i i

w i i i

π π

π π

  = + = − − = − −       
  = + = + = +       

  

លហំត ទ់៨២ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 3 3
2
iz −

=   និង  
2 2
3 3

w i= −   ។ 

១.ចូរសរេសរ z
w

  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

២.ចូរសរេសរ ,z w  និង 
z
w

  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

៣.េដយេ្របីលទ�ផលខងេលីចូរទញរកតៃម�្រcos
12
π  និង sin

12
π    

ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ  z
w

  ជាទ្រមង់ ពីជគណ  

េយងីមាន ( )3 3 3 3
2 2
iz i−

= = −   និង   ( )2 2 2 1
3 3 3

w i i= − = −    

េយងីបាន
( )
( ) ( )

33 3 2 ( 3 )(1 ) 3 2 3 3 1
1 4 2 82 2

iz i i i i
w i

− − +
= = × = + − +

−
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ដូចេនះ  3 2(1 3) 3 2(1 3) 3( 2 6) 3( 6 2)
8 8 8 8

z i i
w

+ − + −
= + = +  ។ 

២.សរេសរ  ,z w  និង 
z
w

  ជាទ្រមង់្រតីេក  

េយងីបាន 3 3 3 13 3 cos sin
2 2 2 6 6
iz i iπ π   −    = = − = − + −             

   

និង  
2 2 2 2 2 2 3 cos sin
3 3 2 2 3 4 43

w i i iπ π      = − = − = − + −             
   

េហយី  3 cos sin
2 12 12

z i
w

π π = + 
 

 ។ 

៣.េដយេ្រ�លទ�ផលខងេលចូរទាញរកតៃម�្រcos
12
π  និង sin

12
π    

មា ( )3 cos sin 1
2 12 12

z i
w

π π = + 
 

 និង ( )3( 2 6) 3( 6 2) 2
8 8

z i
w

+ −
= +   

ត( ) ( )1 & 2  េគបាន 2 6cos
12 4
π +

=  និង 
6 2sin

12 4
π −

=   ។ 

លហំត ទ់៨៣ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច ( 1)( 2) ( 1)( 2)sin cos
2 ( 1) 2 ( 1)n

n n n nX i
n n n n

π π− + − +
= +

+ +
    

ែដល n∈  ។ 

១.ចូរសរេសរ nX  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

២.គណនា 1 2 3 ....Xn nY X X X=  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់្រតីេក 

៣.ចូរសរេសរ   1 n
n

YZ
i
+

=  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 
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ដំេណាះ្រ 

១.សរេសរ  nX  ជាទ្រមង់្រតីេកណ  

យក  ( 1)( 2)
2 ( 1)n

n n
n n

πθ − +
=

+
 េនាះ ( 1)( 2)

2 2 2 ( 1) ( 1)n
n n

n n n n
π π π πθ − +
− = − =

+ +
 

េគបាន sin cos cos sin
2 2n n n n nX i iπ πθ θ θ θ   = + = − + −   

   
  

ដូចេនះ  cos sin
( 1) ( 1)nX i

n n n n
π π

= +
+ +

 ។ 

២.គណនា 1 2 3 ....Xn nY X X X=  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់្រតីេក  

េគមាន cos sin
( 1) ( 1)nX i

n n n n
π π

= +
+ +

 

យក 
( 1) 1n n n n n
π π πα = = −
+ +

   

េនាះ 1 2 ... ...
2 2 3 3 4 1n n n
π π π π π π πα α α π       + + + = − + − + − + + −       +       

  

                               
1n

ππ= −
+

 

        1 2 ...
1n

n
n
πα α α+ + + =
+

 

េគបាន  1 2 3 ....Xn nY X X X=   
               ( ) ( )1 2 1 2cos .... sin ....n niα α α α α α= + + + + + + +  

ដូចេនះ  cos sin
1 1n

n nY i
n n
π π

= +
+ +

 ។ 

៣.សរេសរ  
1 n

n
YZ
i
+

=  ជាទ្រមង់្រតីេកណ  

េយងីមាន1 1 cos sin
1 1n

n nY i
n n
π π

+ = + +
+ +

  

                      22cos 2 cos sin
2( 1) 2( 1) 2( 1)

n n ni
n n n
π π π

= +
+ + +
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 1 2cos cos sin
2( 1) 2( 1) 2( 1)n

n n nY i
n n n
π π π 

+ = + + + + 
  និង cos sin

2 2
i iπ π
= +   

េគបាន 1 n
n

YZ
i
+

=    

               2cos cos sin
2( 1) 2( 1) 2 2( 1) 2

n n ni
n n n
π π π π π    

= − + −    + + +    
 

ដូចេនះ  2cos cos sin
2( 1) 2( 1) 2( 1)n

nZ i
n n n
π π π    

= − + −    + + +    
  ។ 

លហំត ទ់៨៤ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចពីរz  និង w   ។ ចរ្រសយប��ក់ថ  

១)| | | || |zw z w=                                 ២) | |
|w|

z z
w

=   ែដល 0w ≠   ។ 

៣)| | | | | |z w z w+ ≤ +   
ដំេណាះ្រ 

្រសយប��ក់ថ  

១) | | | || |zw z w=   
 តងz x i y= +   និង w u iv= +   ែដល , , ,x y u v∈ℜ  
 េគបាន ( )( ) (xu yv) i(xv yu)zw x iy u iv= + + = − + +   

 2 2| | ( ) ( )zw xu yv xv yu= − + +   

              

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

(u ) ( )

( )( )

x u xyuv y v x v xyuv y u

x u x v y u y v

x v y u v

u v x y x y u v

= − + + + +

= + + +

= + + +

= + + = + +

  

 ដូចេនះ | | | || |zw z w=   
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២) | |
|w|

z z
w

=   ែដល 0w ≠    

 េគមាន 2 2
( )( ) ( ) ( )
( )( )

z x iy x iy u iv xu yv i yu xv
w u iv u iv u iv u v

+ + − + + −
= = =

+ + − +
  

 ឬ   2 2 2 2
z xu yv yu xvi
w u v u v

+ −
= +

+ +
  

 េគបាន
2 2

2 2 2 2
z xu yv yu xv
w u v u v

+ −   = +   + +   
  

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) ( ) | |
| |

x u xyuv y v y u xyuv x v
u v

x u v y u v x y z
wu v u v

+ + + − +
=

+

+ + + +
= = =

+ +

 ដូចេនះ  | |
|w|

z z
w

=    ។ 

៣)| | | | | |z w z w+ ≤ +   

េគមាន ( ) ( )z w x iy u iv x u i y v+ = + + + = + + +   

េគបាន 2 2| | ( ) ( )z w x u y v+ = + + +   

េហយី  2 2| |z x y= +   និង 2 2| |w u v= +   

ឧបមា| | | | | |z w z w+ ≤ + ពិត 

សមមូល 2 2 2 2 2 2( ) ( )x u y v x y u v+ + + ≤ + + +   

េលីកអង�ទំងពីរជាកេរេគប 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) 2 ( )( )

2 2 2 ( )( )

( )( )

x u y v x y u v x y u v

xu yv x y u v

xu yv x y u v

+ + + ≤ + + + + + +

+ ≤ + +

+ ≤ + +

  

េលីកជាកេរេគបា 
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( )2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( )( )
x 2

( 2 ) 0

xu yv x y u v
u y v xyuv x u x v y u y v

x v xyuv y u

+ ≤ + +

+ + ≤ + + +

− − + ≤

  

                2( ) 0xv yu− − ≤   ពិត។  ដូចេនះ | | | | | |z w z w+ ≤ + ។ 

លហំត ទ់៨៥ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចពីរz  និង w  េហយីេគតងz  និង w  ជាចំនួនផ�ិចឆា�ស់េរ ៀង  

របស់ z  និង w។ ចរ្រសយប��ក់  2| || |z w z w z w+ ≥   រួចទញឲ្យ 

នូវវិ សមភាព| | | | | |z w z w+ ≤ +  ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រសយប��ក  2| || |z w z w z w+ ≤  រួចទញ| | | | | |z w z w+ ≤ +   

តងz x iy= +  និង w a ib= +   ែដល , , ,x y a b  ជាចំនួនពិ 

េនាះ 2 2 2 2| | , | |z x y w a b= + = +  ។ 

េយងីមាន ( )( ) ( )( ) 2( )z w z w x iy a ib x iy a ib ax by+ = + − + − + = +  

តមវិសមភាពកូសុីស�័សេគម  2 2 2 2ax by a b x y+ ≤ + +   

េនាះេគទញ | || |
2

zw zw z w+
≤  ឬ  2| || |z w z w z w+ ≤  ពិត។ 

ម្យោ៉ងេទៀ 2 2 2| | ( )( ) | | | |z w z w z w z w zw zw+ = + + = + + +   

េដយ 2| || |z w z w z w+ ≤  

 េនាះ ( )22 2 2| | | | | | 2| || | | | | |z w z w z w z w+ ≤ + + = +  

ដូចេនះ | | | | | |z w z w+ ≤ +  ពិត។ 
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លហំត ទ់៨៦ 

េគឲ្យ , ,a b c  ជាបីចំនួនកុំផ�ិចែដលមានមឌុល| || || | 1a b c= = = ។ 

ចូ្រសយz a b c= + +  និង w ab bc ca= + +  ជាកុំផ�ិចមានម ូ៉ឌុលេស�ីគា  

ដំេណាះ្រ 

្រសយ| || |z w=   

េគមានz a b c= + +  េនាះz a b c= + +   

េដយ 2. | | 1a a a= =  េនាះ 1a
a

=   េហយី  1 1,b c
b c

= =   

េគបាន 1 1 1 bc ca ab wz
a b c abc abc

+ +
= + + = =   

េគទញ | || || |
| || || |

w wz z
abc a b c

= = =  េដយ| || || | 1a b c= = =  

ដូចេនះ | || |z w=  ។ 

លហំត ទ់៨៧ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ច z x iy= +  ែដល ,x y∈y  ។ 

ចូរ្រសយ| 1|| |z z i+ = +  លុះ្រតែx y=   ។ 

ដំេណាះ្រ 

្រស| 1|| |z z i+ = +  លុះ្រត x y=    

េគមាន , ,z x iy x y= + ∈ℜ  
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ករណីទី១ 

េបី x y=   េនាះz x iy y iy= + = +   

េគបាន 2 2| 1|| 1 | ( 1)z y iy y y+ = + + = + +   

និង 2 2| || ( 1)| ( 1)z i y i y y y+ = + + = + +   

ដូចេនះ | 1|| |z z i+ = +  ។ 

ករណីទី២ 

េបី | 1|| |z z i+ = +  េនាះ| 1 || ( 1)|x iy x i y+ + = + +   

ឬ  2 2 2 2( 1) ( 1)x y x y+ + = + +   

ឬ 2 2 2 22 1 2 1x y x x y y+ + + = + + +  េគទx y=  ។ 

ដូចេនះ| 1|| |z z i+ = +  លុះ្រតែx y=   ។ 

លហំត ទ់៨៨ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចពីរ 1z  និង 2z  ែដល 1 2z z≠  េហយី  1 2| || | 1z z= =  ។  

 ចូរ្រសយថា្រគប់ចំនួនកុំw េគបាន 1 2 1 2

1 2

( )w z z w z z
z z

+ − +
−

 ជាចំនួននិម�ិតសុទ�  

ដំេណាះ្រ 

្រសយ 1 2 1 2

1 2

( )w z z w z z
z z

+ − +
−

 ជាចំនួននិម�ិតសុទ  
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 តង 1 2 1 2

1 2

( )w z z w z zZ
z z

+ − +
=

−
 

 េគបាន 1 2 1 2

1 2

( )w z z w z zZ
z z

+ − +
=

−
  

 េដយ
2

1
1

1 1

| | 1zz
z z

= =   និង 
2

2
2

2 2

| | 1zz
z z

= =    

 េគបាន 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

1 2

1 1 1
( )

1 1

w w
z z z z z z w w z zZ

z z
z z

 
+ − +  + − + = =

−−
  

                1 2 1 2

1 2

( )w z z w z zZ Z
z z

+ − +
= − = −

−
 ឬ  0Z Z+ =   

 េដយ  0Z Z+ =  េនាះRe( ) 0
2

Z ZZ +
= =  ។ 

 ដូចេនះ   1 2 1 2

1 2

( )w z z w z z
z z

+ − +
−

 ជាចំនួននិម�ិតសុទ�  

លហំត ទ់៨៩ 

េគឲ្យ 1 2 3, ,z z z  ជាចំនួនកុំផ�ិចែដ 1 2 3| || || | 0z z z r= = = >   

និង   1 2 3 0z z z+ + ≠   ។ ចរ្រយថា 1 2 2 3 3 1

1 2 3

z z z z z z r
z z z
+ +

=
+ +

  ។ 

ដំេណាះ្រ 

តង 1 2 2 3 3 1

1 2 3

z z z z z zZ
z z z
+ +

=
+ +

 េនាះ 1 2 2 3 3 1

1 2 3

z z z z z zZ
z z z
+ +

=
+ +

  

េដយ
2 2 2

1 2 3
1 2 3

, ,r r rz z z
z z z

= = =  េ្រព 1 2 3| || || | 0z z z r= = = >  
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េគបាន

2 2 2 2 2 2

21 2 2 3 1 3 1 2 3
2 2 2

1 2 2 3 3 1

1 2 3

r r r r r r
z z z z z z z z zZ r

z z z z z zr r r
z z z

⋅ + ⋅ + ⋅
+ +

= = ×
+ +

+ +
  

េគមាន 2| |Z Z Z= ×   េដ 1 2 2 3 3 1

1 2 3

z z z z z zZ
z z z
+ +

=
+ +

 

និង 21 2 3

1 2 2 3 3 1

z z zZ r
z z z z z z

+ +
= ×

+ +
 

េគបាន 2 2| |Z r=   ឬ | |Z r=  ពិត ។ 

ដូចេនះ  1 2 2 3 3 1

1 2 3

z z z z z z r
z z z
+ +

=
+ +

  ។ 

លហំត ទ់៩០ 

េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1 2 3, , ,..., nz z z z  ែដល 1 2| | | | ... | |nz z z r= = = =   ។ 

បង �ញថ 1 2 2 3 1 1

1 2

( )( )...( )( )
....

n n n

n

z z z z z z z zZ
z z z

−+ + + +
=   ជាចំនួនពិត  

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថZ  ជាចំនួនពិត 

េដីម្បី្រសZ  ជាចំនួនពិតេយីង្រគាន់ែត្រសយឲ្យ

( )Im 0
2

Z ZZ
i
−

= =   ឬ Z Z=   

េយងីមាន 1 2 2 3 1 1

1 2

( )( )...( )( )
....

n n n

n

z z z z z z z zZ
z z z

−+ + + +
=   
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េនាះេយីងបា 1 2 2 3 1 1

1 2

( )( )...( )( )
....

n n n

n

z z z z z z z zZ
z z z

−+ + + +
=  

េគមាន 1 2| | | | ... | |nz z z r= = = =   េនាះេយីងបា 2 2| |k k kz z z r= =    

ឬ 
2

k
k

rz
z

=   ្រគប់ 1,2,3,...,k n=  ។ 

េគអចសរេសរ

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 1 1
2 2 2

1 2

...

....

n n n

n

r r r r r r r r
z z z z z z z z

Z
r r r
z z z

−

     
+ + + +     

     =
    
    

     

  

                           ( )

2 2 22
2 3 1 11 2

1 2 2 3 1 1
2

1 2 3
2

1 2 2 3 1 1
2

1 2 3
2

1 2 3

1 2 2 3 1 1

1 2 3

( ) ( ) ( )( ) ....

...
( )( )....( )( )

...

...
( )( )....( )( )

...

n n n

n n n
n

n
n

n n n

n
n

n

n n n

n

r z z r z z r z zr z z
z z z z z z z zZ

r
z z z z

r z z z z z z z z
z z z z

Z
r

z z z z
z z z z z z z zZ

z z z z

−

−

−

−

+ + ++
× ×

=

+ + + +

=

+ + + +
=

  

                           Z Z=   ពិត 

ដូចេនះ  1 2 2 3 1 1

1 2

( )( )...( )( )
....

n n n

n

z z z z z z z zZ
z z z

−+ + + +
=   ជាចំនួនពិត  
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លហំត ទ់៩១ 

េគតង 1 2 3, ,z z z  ជាចំនួនកុំផ�ិចេផ្សងៗពីគា�ែដលេផ��ងផា   1 2 3| | | | | | 0z z z= = >  ។ 

េបី 1 2 3 2 1 3,z z z z z z+ +  និង 3 1 2z z z+  ជាចំនួនពិតេនាះបង�  1 2 3 1z z z =  ។ 

ដំេណាះ្រ 

បង �ញថ 1 2 3 1z z z =   ៖ 

តង 1 2 3| | | | | | 0z z z r= = = >   

េដយ 1 2 3 2 1 3,z z z z z z+ +  និង 3 1 2z z z+  ជាចំនួនពិតេនាះេយីងប

1 2 3 1 2 3

2 1 3 2 1 3

3 1 2 3 1 2

z z z z z z
z z z z z z
z z z z z z

 + = +
 + = +


+ = +

  

េដយេគមា 1 2 3| | | | | | 0z z z r= = = >  េនាះេគបា
2 2 2

1 2 3
1 2 3

, ,r r rz z z
z z z

= = =    

េគទញ

( )

( )

( )

2 22 4
2 3 1

1 2 3
1 2 3 1 2 3

2 22 4
1 3 2

2 1 3
2 1 3 1 2 3

2 22 4
1 2 3

3 1 2
3 1 2 1 2 3

( ) 1

( ) 2

( ) 3

r z z r zr rz z z
z z z z z z

r z z r zr rz z z
z z z z z z

r z z r zr rz z z
z z z z z z

 +
+ = + =


 + + = + =

 +
 + = + =


 

ផលសងសមីករ( )1  និង ( )2  អង�និងអង�េគបា 
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2 2

1 2 3 1 2
1 2 3 1 2

1 2 3

( ) ( )
( ) ( )

r r z z z z z
z z z z z

z z z
 − − − − − − =   

សមមូល 
2 2

1 2 3
1 2 3

1 2 3

( )( )( )(1 ) r z z r zz z z
z z z
− −

− − =    

េដយ 1 2z z≠  េនាះេគទញប ( )
2 2

3
3

1 2 3

( )1 4r r zz
z z z

−
− =   

្រសយដូចគា�ែដរេគ  ( )
2 2

1
1

1 2 3

( )1 5r r zz
z z z

−
− =   និង ( )

2 2
2

2
1 2 3

( )1 6r r zz
z z z

−
− =  

.ករណីទី១  

េបី 1 1z =   ត ( )5  េគទញបា
2 2

2 3

( 1)0 r r
z z

−
=   េនាះ 1r =   

េហយីក�ុងករណីេនះទំនាក់ទំន( )4 និង( )6   

េទជា

3
3

2 3

2
2

2 3

11

11

zz
z z

zz
z z

−
− =




− − =


  សមមូល 3 2 3

2 2 3

(1 )( 1) 0
(1 )( 1) 0

z z z
z z z

− − =


− − =
  សមមូល 2 3 1z z= =   

ឬ  2 3 1z z =   ។ 

ដូចេនះ  1 2 3 1z z z =   ពិត។ 

េដយសមីក( ) ( ) ( )4 , 5 , 6  មានលក�ណៈឆ�ុះេនាះករសិក្សោ  2 1z =  ឬ  3 1z =  

ដូចគា� និ 1 1z = ែដរ។ 
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.ករណីទី២  េយងីនិងសិក្សោចំេព 1 21 , 1z z≠ ≠   និង 3 1z ≠   

តម( ) ( )4 , 5 និង ( )6  េគទញបា

( )
2 2 2 2 2

3 2 1
1 2 3

3 2 1

( ) ( ) (1 ) 7
1 1 1

r r z r r z r zz z z
z z z
− − −

= = =
− − −

  

េគទញ  
2 2 2

3 2 1

3 2 11 1 1
r z r z r z

z z z
− − −

= =
− − −

   (េ្រព 0r >  ) 

សមមូល 
2 2 2

3 2 1

1 1 11 1 1
1 1 1
r r r

z z z
− − −

+ = + = +
− − −

   សមមូល 

( )
2 2 2

3 2 1

1 1 1 8
1 1 1
r r r

z z z
− − −

= =
− − −

    

េដយ 1 2 3z z z≠ ≠   េនាះសមភ( )8  ពិតលុះ្រតែ 1r =   ។ 

ចំេពះ 1r =  តម( )7  េគបាន 3 2 1
1 2 3

3 2 1

1 1 1 1
1 1 1

z z zz z z
z z z

− − −
= = = =

− − −
  

ពិតេ្រព 1 21 , 1z z≠ ≠   និង 3 1z ≠ ។ 

សរុបមកប�� ្រត�វបាន្រសយប��ក ់រួច 

លហំត ទ់៩២ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2cos sin
7 7

z iπ π
= +  ។ 

១.ចូរគណនា 2 4A z z z= + +  និង 3 5 6B z z z= + +  ។ 

២.ចូរ្រសយបំភ�ឺ
2 3

2 4 6 2
1 1 1

z z z
z z z

+ + = −
+ + +

 ។ 
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ដំេណាះ្រ 

១)គណនា 2 4A z z z= + +  និង 3 5 6B z z z= + +   

 េគមាន 2 4 3 5 6A B z z z z z z+ = + + + + +   

 
6 7

2 3 4 5 6 1
1 1

z z zA B z z z z z z z
z z

− −
+ = + + + + + = =

− −
  

 េដយ
7

7 2 2cos sin cos2 sin2 1
7 7

z i iπ π π π = + = + = 
 

  

 េគបាន 1 1 (1)
1
zA B

z
−

+ = = −
−

  

 េហយី 2 4 3 5 6. ( )( )A B z z z z z z= + + + +   

 4 6 7 5 7 8 7 9 10.A B z z z z z z z z z= + + + + + + + +  េដ 7 1z =   

 េនាះ 4 6 5 2 3. 1 1 1A B z z z z z z= + + + + + + + +   

                   
2 3 4 5 63

3 3 1 2 (2)
z z z z z z
A

= + + + + + +
= + = − =

  

 (1)និង (2)េគបាន្របពន�
1

. 2
A B

A B
+ = −


=

  

 េនាះA  និង B  ជាឬសសមីក 2 2 0X X+ + =   

 21 8 7 7i∆ = − = − =   

 េគទញឬស 1 2
1 7 1 7,
2 2 2 2

X i X i= − + = − −   

 ម្យោ៉ងេទៀតេគម 2 4A z z z= + +   េដយ 2 2cos sin
7 7

z iπ π
= +   

 េនា 2 4 8 2 4 8cos cos cos sin sin sin
7 7 7 7 7 7

A iπ π π π π π   = + + + + +   
   

  

 ែផ�កនិម�ិតៃនA  គឺ 
2 4 8Im(A) sin sin sin
7 7 7
π π π

= + +  
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 េដយ 8sin sin
7 7
π π
= −   េហយី  4 2sin 0 , sin sin

7 7 7
π π π
> >   

 េនាះ 2 4Im( ) sin sin sin 0
7 7 7

A π π π
= + − >   

 ដូចេនះ  1
1 7
2 2

A X i= = − +   និង 2
1 7
2 2

B X i= = − −  ។ 

 ២)្រសយបំភ� 
2 3

2 4 6 2
1 1 1

z z z
z z z

+ + = −
+ + +

   

 តង
2 3

2 4 61 1 1
z z zW
z z z

= + +
+ + +

  

        
4 6 2 2 6 3 2 4

2 4 6
(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 )(1 )
z z z z z z z z zW

z z z
+ + + + + + + +

=
+ + +

  

េដ   

4 6 7 5 11 4 5

2 2 6 2 8 4 10 2 3 4

3 2 4 3 7 5 9 2 3 5

(1 )(1 ) 1
(1 )(1 )
(1 )(1 ) 1

z z z z z z z z z z
z z z z z z z z z z z
z z z z z z z z z z

 + + = + + + = + + +


+ + = + + + = + + +
 + + = + + + = + + +

  

េហយី  2 4 6 2 4 6 10(1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )z z z z z z z+ + + = + + + +  

                                    
4 6 10 2 6 8 12

2 3 4 5 6

1
1 2

z z z z z z z
z z z z z z

= + + + + + + +

= + + + + + +
  

2 3 4 5

2 3 4 5 6
2(1 )

1 2
z z z z zW

z z z z z z
+ + + + +

=
+ + + + + +

  

េដយ
7

2 3 4 5 6 11 0
1

zz z z z z z
z

−
+ + + + + + = =

−
  

េគបាន
2 3 4 5 6 6 6

2 3 4 5 6 6 6
2(1 ) 2 2 2
(1 )

z z z z z z z zW
z z z z z z z z

+ + + + + + − −
= = = −

+ + + + + + +
  

ដូចេនះ  
2 3

2 4 6 2
1 1 1

z z z
z z z

+ + = −
+ + +

  ពិត។ 
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លហំត ទ់៩៣ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2cos sin
5 5

z iπ π
= +  ។  

ចូរ្រសយប��ក់  2 3 4(1 )(1 )(1 ) (1 )z z z z z z z z+ + + + + + = +   

ដំេណាះ្រ 

្រសយប��ក់  2 3 4(1 )(1 )(1 ) (1 )z z z z z z z z+ + + + + + = +   

 េគមាន 2 2cos sin
5 5

z iπ π
= +   

 េគបាន
5

5 2 2cos sin cos2 sin2 1
5 5

z i iπ π π π = + = + = 
 

 

 េហយី 
5

2 3 4 11 0
1

zz z z z
z

−
+ + + + = =

−
  

 េគទញ

2 3 4 3

3 2 4 2 2

4 2 3 2

1 (1 )
1 (1 )
1 (1 )

z z z z z z
z z z z z z
z z z z z z

 + + = − − = − +


+ + = − − = − +
 + + = − − = − +

  

 េគបន 2 3 4 7 2 2(1 )(1 )(1 ) (1 ) (1 )z z z z z z z z z+ + + + + + = − + +   

 េដយ 7 2 5 2.z z z z= =   

 េហយី  2 2 3 4(1 )(1 ) 1z z z z z z+ + = + + + = −   

 េគបាន 2 3 4 6(1 )(1 )(1 ) (1 ) z(1 z)z z z z z z z z+ + + + + + = + = +  

 ដូចេនះ 2 3 4(1 )(1 )(1 ) (1 )z z z z z z z z+ + + + + + = + ។ 
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លហំត ទ់៩៤ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចពីរ 1 7
2 2

z i= −   និង 1 7
2 2

w i= +   ។  

 ចូរគណនា 7 43 7S z w= −   ។ 

ដំេណាះ្រ 

១.គណនា 7 43 7S z w= −    

េគមាន  1 7
2 2

z i= −   និង 1 7
2 2

w i= +    

េនាះ
1 7 1 7 1
2 2 2 2

1 7 1 7 1 7( )( ) 2
2 2 2 2 4

z w i i

zw i i


+ = − + + =


+ = − + = =

  

េគទញថz  និង w  ជាប�សៃនសមីក 2 2 0X X− + =   េនាះេគបា
2

2

2 0
2 0

z z
w w
 − + =


− + =
  ឬ  ( )

( )

2

2

2
2

z z i
w w ii

 = −


= −
  

ត( )i េគបា 3 2( 2) 2 2 2 2z z z z z z z z= − = − = − − = − −   

េលីកជាកេ 6 2 2( 2) 4 4 2 4 4 5 2z z z z z z z= − − = + + = − + + = +   

េគបាន 7 2(5 2) 5 2 5( 2) 2 7 10z z z z z z z z= + = + = − + = −   ។ 

ម្យោ៉ងេទៀត( )ii  េគបាន

( )24 22 4 4 2 4 4 3 2w w w w w w w= − = − + = − − + = − +   

េយងីបាន  7 43 7 3(7 10) 7( 3 2) 21( ) 44 21 44 23S z w z w z w= − = − − − + = + − = − = −    

ដូចេនះ  7 43 7 23S z w= − = −   ។ 
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លហំត ទ់៩៥ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2cos sin
5 5

z iπ π
= +   ។  តង 4A z z= +   និង 2 3B z z= +   

ក)ចូរគណនា 5z  រួចបង �ញថA  និង B  ជាចំនួនពិត 

ខ)សរេសរសមីករដឺ្រកទីពីរមួយែដលA  និងB  ជប�សរួចទញប� �ក់ថ 

    2 5 1cos
5 4
π −
=  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)គណនា 5z  រួចបង �ញថA  និង B  ជាចំនួនពិ 

តមរូបមន�ដឺម័រេគប
5

5 2 2cos sin
5 5

z iπ π = + 
 

cos2 sin2 1 .0 1i iπ π= + = + =  

ដូចេនះ 5 1z = ។ 

េយងីមា 4A z z= +  េនាះ ( )
42 24 | | | |z zA z z

z z
 

= + = +  
 

 េដ| | 1z =  

េគបាន
3 4

4
4 4 5

1 1 1z z zA z z A
z z z z

+ +
= + = = = + =   (េ្រព 5 1z = )  

េដA A=  េនាAជាចំនួនពិត 

ម្យោ៉ងេទៀ 2 3B z z= +  េនា ( ) ( )
2 322 3 | | | |z zB z z

z z
   = + = +   

  
 

2 3
2 3

2 3 3 5
1 1 1z z zB z z B
z z z z

+ +
= + = = = + = (េ្រព 5 1z = ) 

េដB B=  េនាBជាចំនួនពិត 
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ខ)សរេសរសមីករដឺេ្រកទីពីរមួ យែដលមសAនិងB  

េគមា
4 5

4 2 3 1 1 1
1 1 1

z z z zA B z z z z z
z z z

− − −
+ = + + + = = = = −

− − −
(េ្រព 5 1z = ) 

និង ( ) ( )4 2 3 3 4 6 7 3 4 2. 1A B z z z z z z z z z z z z= + + = + + + = + + + = −  

តម្រទឹស�ីបទែវ្យតសមីករដឺេ្រកទីពីរែដល្រត�វសរ ( ) 2: 1 0E X X+ − =  ។ 

ទញប� �ក់ថ 2 5 1cos
5 4
π −
=   

េគមា ( )4 1 22Re 2cos 0
5

A z z z z z z
z

π
= + = + = + = = >  

េដះ្រសយសមី ( ) 2: 1 0E X X− − =  េដយ 1 4 5∆ = + =   

េនាះសមីករមានប
1

2

1 5
2

1 5
2

X

X

 − −
=


 − +

=


 

េដAជាឬសមួយៃ( )E និង 0A >  េនាះេគទ 1 5 5 1
2 2

A − + −
= =  

េដយ 22cos
5

A π
=  េនាះេគទ 2 5 1 2 5 12cos cos

5 2 5 4
π π− −
= ⇔ = ។  

ដូចេនះ  2 5 1cos
5 4
π −
=  ។ 

www.mathtoday.wordpress.com 

 

 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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លហំត ទ់៩៦ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2cos sin
7 7

iπ πω = +  ។េគតង 2 4z ω ω ω= + +  និង 
3 5 6w www  = + +  ។ 

ក)រក 7ω  រួច្រសយz  និងw  ជាកុំផ�ិចឆា�ស គ 

ខ)្រសយថាែនិម�ិតៃនz  ជាចំនួនវិជ�មាន  

គ)្រសយz  និងw  ជាឬសៃនសមីក 2( ) : 2 0E x x+ + =  ។ 

ឃ)េដះ្រសយសម ( )E  រួចទញរកz  និងw    ។ 

ង)េ្របីលទ�ផលខងេលីចូរទ 2 4 8 7sin sin sin
7 7 7 2
π π π
+ + =  ។ 

ដំេណាះ្រ 

ក)រក 7ω  រួច្រសយz  និងw  ជាកុំផ�ិ ចឆ� ស់ 

តមរូបមន�ដឺម័រេយីងប
7

7 2 2cos sin cos2 sin2 1
7 7

i iπ πω π π = + = + = 
 

។  

ដូចេនះ 7 1ω =  ។ 

េយងីមាន 2 4z ω ω ω= + +  េនាះ 2 4

2 4
1 1 1z ω ω ω
ω ω ω

= + + = + +  

             
3 2 6 5 3

6 5 3
4 7

1z wwwwww     www 
ww
+ + + +

= = = + + =  

ដូចេនះz  និងw  ជាកុំផ�ិចឆា�ស ។ 
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ខ)្រសយថកនិម�ិតៃនz  ជាចំនួនវិជ�ម 

េគមា 2 4z ω ω ω= + + េដ 2 2cos sin
7 7

iπ πω = +  

េនាះ  2 4 8 2 4 8cos cos cos sin sin sin
7 7 7 7 7 7

z iπ π π π π π   = + + + + +   
   

  

ែផ�កនិម�ិតៃនz  គឺ 2 4 8Im( ) sin sin sin
7 7 7

z π π π
= + +  

េដយ 8sin sin
7 7
π π
= −   េហយី  4 2sin 0 , sin sin

7 7 7
π π π
> >   

េនាះ 2 4Im( ) sin sin sin 0
7 7 7

z π π π
= + − > ។ដូចេនះែផ�កនមិ�ិតៃនz  ជាចំនួនវិជ�ម ។ 

គ)្រសយz  និងw  ជាឬសៃនសមីក 2( ) : 2 0E x x+ + =   

េគមាន ( )
6

2 4 3 5 6 1 1 1 1
1 1

z w ww wwwwwww     
ww

− −
+ = + + + + + = = = −

− −
  

េហយី 2 4 3 5 6. ( )( )z w wwwwww     = + + + +   

        4 6 7 5 7 8 7 9 10.z w wwwwwwwww        = + + + + + + + +  េដ 7 1ω =   

េនាះ 4 6 5 2 3. 1 1 1z w wwwwww     = + + + + + + + +   

                   2 3 4 5 63 3 3 1 2 (2)zω ω ω ω ω ω= + + + + + + = + = − =   

(1)និង (2)េគបាន្របពន�
1

. 2
z w

z w
+ = −


=

 េនា z  និង w  ជប�សសមីករ

( ) 2: 2 0E x x+ + =  ។ 

ង)េ្រ�លទ�ផលខងេលទ 2 4 8 7sin sin sin
7 7 7 2
π π π
+ + =   

េដះ្រសយសម ( ) 2: 2 0E x x+ + =  មា 21 8 7 7i∆ = − = − =   

េគទញឬស 1 2
1 7 1 7,
2 2 2 2

x i x i= − + = − −   
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 ែផ�កនិម�ិតៃនz  គឺ 2 4 8Im( ) sin sin sin 0
7 7 7

z π π π
= + + > (ស្រមាយខងេ 

េនាះេគទ 1
1 7
2 2

z x i= = − +   និង 2
1 7
2 2

w x i= = − −  ។ 

ដូចេនះ  2 4 8 7sin sin sin
7 7 7 2
π π π
+ + = ។ 

លហំត ទ់៩៧ 

េគឲ្យសមីក( ) 3 2: (7 4 ) (9 16 ) 9 12 0E z i z i z i− + + + + − =  

១)ចូរកំណត់ចំននួពិត b េដយដឹងថ 1z bi=  ជប�សមួយៃនសមីក( )E ។ 

២)ចូរកំណត់ចំនួនពិត a  េដយដឹងថ 2z a= ជប�សមួយៃនសមីក( )E ។ 

៣)ទញរប�ស 3z មួយេទៀតរបស់សមីករ( )E  ។ 

៤)ក�ុងប�ង់កុំផ�ិច្របដប់េដយត្រម�យអរតូនរ ( , , )o i j
→ →

េគេដចំណុចប  , ,A B C   

     មានអហ�ិកេរៀងគ  1 2 3, ,z z z  ។ ចររក្របេភទៃន្រតីេABC។ 

ដំេណាះ្រ 

១)កំណត់ចំនួនពិត b   

 េដ 1z bi= ជប�សមួយៃនសមីក( )E េនាះវ្រត�វេផ��ងផា�ត់នឹងសមី  

 េគបាន( )3 2(7 4 )( ) (9 16 )( ) 9 12 0bi i bi i bi i− + + + + − =  

              
3 2 2

2 3 2

7 4 9 16 9 12 0
(7 16 9) ( 4 9 12) 0

b i b b i bi b i
b b i b b b

− + + + − + − =

− + + − + + − =
 

េគទញ
2

3 2

7 16 9 0
4 9 12 0

b b
b b b

 − + =

− + + − =

  សមមូល 2

( 1)(7 9) 0
( 1)( 3 12) 0
b b
b b b
− − =


− − + + =

 ។  

ដូចេនះ  1b =  និង 1z i=  ។ 
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២)កំណត់ចំនួនពិត a   

េដយដឹងថា េ 2z a= ជាឬសមួយៃនសមីក( )E េនាះវ្រត�វេផ��ងផា�ត ( )E  
េគបាន 3 2(7 4 ) (9 16 ) 9 12 0a i a i a i− + + + + − =  
សមមូល 3 2 2( 7 9 9) (4 16 12) 0a a a i a a− + + − − + =  

េគទញ
3 2

2

7 9 9 0
4 16 12 0
a a a

a a
 − + + =


− + =
 សមមូល 

2( 3)( 4 3) 0
4( 1)( 3) 0
a a a

a a
 − − − =


− − =
 

ដូចេនះ  3a =  និង 2 3z =  ។ 

៣)ទាញរ��ស 3z មួយេទៀតរបស់សមីករ( )E   

 ផលគុណៃនឬសរបស់សមីក( )E គឺ 1 2 3 9 12z z z i= − +  

 េគទញ 3
1 2

9 12iz
z z

− +
=  េដយ 1 2, 3z i z= =  

 េគបាន 3
9 12 4 3

3
iz i

i
− +

= = +  ។ ដូចេនះ  3 4 3z i= +  ។ 

 ៤)រក្រ�េភទៃន្រតីេABC  

 

 

 

 

 

 

 

  

2 3 4 5-1

2

3

4

-1

0 1

1

x

y

A

B

C
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េដយ , ,A B C  មានអហ�ិកេរៀងគ  1 2 3, 3, 4 3z i z z i= = = +   

េនាះេគបា (0,1), (3,0), (4,3)A B C  ។  

េគមាន ( )3,1BA
→

= − និង (1,3)BC
→

=  

េគបាន| | 9 1 10 ,| | 1 9 10BA BC
→ →

= + = = + =  េនាះBA BC=  

េហយី  3 3 0BA BC BA BC
→ → → →

⋅ = − + = ⇔ ⊥  ។ 

ដូចេនះ ABCជា្រតីេកណែកងសមបាតក A ។ 

លហំត ទ់៩៨ 

េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច
2 2

2 2
1 2 1 2

1 1
t t t tz i
t t

+ − − −
= +

+ +
   ែដល t∈   ។ 

េគតងM  ជាចំណុចរូបភាព z  ក�ុងប�ង់កុំផ�ិច្របដប់េដយត្រម�យអរតូនរម

, ,o i j
→ → 

 
 

  ។ ចរកំណត់សមីករតងឲ្យសំណុំចំ  Mកលtប�ូរតៃម�រួចសង់ 

សំណុំចំណុច   M  េនាះផង 

ដំេណាះ្រ 

កំណត់សមីករតងឲ្យសំណុំចំ  M កលt��ូរតៃម�រួចសងស់ំណុំចំ ណុច M   

េគមានចំនួនកុំផ�ិច
2 2

2 2
1 2 1 2

1 1
t t t tz i
t t

+ − − −
= +

+ +
   ែដល t∈    

េបីេគយក  tan
2

t θ
=   េនាះ

2

2 2
1 2cos , sin
1 1

t t
t t

θ θ−
= =

+ +
 ។ 
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េគបាន (cos sin ) (cos sin )z iθ θ θ θ= + + −   

មូ៉ឌុល 2 2| | (cos sin ) (cos sin ) 2z θ θ θ θ= + + − =  េថរ្រគប់ចំនួនពិθ  ។ 

េដយ | | 2OM z= =  េថរេនាះសំណុំចំណុ  M  ជារង�ង់ផ�ិO  ក 2r =  
ែដលមានសមីករស�ង់( ) 2 2: 2C x y+ =  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

លហំត ទ់៩៩ 

េនក�ុងប�ង់កុំផ�ិ( )xoy េគឲ្យចំណុ Mមានអហ�ិz  េផ��ងផា �ត់លក�ខណ  

 24( ) 9 25z z zz+ + =   ែដល z  ជាចំនួនកុំផ�ិចឆ ស់ៃនz  ។ 

 ចូរកំណត់សំណុំៃ នចំណុច M  រួចសង់សំណុំចំណុច  េនាះផង  

2 3-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

( ) 2 2: 2C x y+ =

M

2



  េមេរៀនទី១            ចនំនួកុំផ��ច  (Complex Numbers )                ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 167 
 

ដំេណាះ្រ 

កំណត់សំណុំៃនចំ ណុចM  រួចសងស់ំណុំចំ ណុចេនាះផង 

េគមាន ( )24( ) 9 225 1z z zz+ + =   ែដល z  ជាចនួនកុំផ�ិចឆា�ស់ៃ z  ។ 
តង , ,z x iy x y= + ∈y  ជាអហ�ិកៃនចំណ M  ។ 
េគបានz x iy= −   ។ យក z  និង z  ជំនួសក�ុង( )1  េគបាន  

24( ) 9( )( ) 25x iy x iy x iy x iy+ + − + + − =   
                          2 2 216 9( ) 25x x y+ + =   
                                   2 225 9 225x y+ =   

ែចកអង�ទំងពីនឹង225  េគបាន
2 2

1
9 25
x y

+ =   ជាសមីករលីបឈរ។ 

ដូចេនះសំណុំចំណុច  M  គឺជាេអលីបឈរមានផ�Oមានអ័ក្សបេណ 2 10a =   
និងអ័ក្សទទឹង2 18b =   ។ 
 

 

 

 

 

 
 
 
                           

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

( )
2 2

: 1
9 25
x yE + =
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លហំត ទ់១០០ 

េនក�ុងប�ង់កុំផ�ិច្រប់េដយត្រម�យអរតូនរម ា , ,o i j
→ → 

 
 

េគឲ្យបីចំណុ  

, ,A B C  មានអហ�ិកេរៀងគ  , ,a b cz z z  េផ��ងផា �ត់
1 7

7
a b

b c

z z i
z z i

− = −


− = − −
  

១.គណនាបរិមា្រតៃន្រត ABC  ។ 
២.ចូរកំណត់្របេភទៃន្រតីេABC  រួចគណនាៃផ�្រកឡារបស 
៣.េគឲ្ I  ជាចំណុចកណា�លៃន  អង� AC   មានអហ� 2 3iz i= +  ។ 
    ចូរកំណត់អហ�ិកៃនកំពូលរបស់្រតីេABC  ។ 
៤.D  ជាចំណុចមានអហ�  6(1 )dz i= +  ។  
    ចូរ្រសយថាចតុABCDច រឹកក�ុងរង�ង់មួយ   
ដំេណាះ្រ 

១.គណនាបរិម្រតៃន្រត ABC   

េយងីតងT  ជាបរិមា្រតៃន្រត ABC េនាះេយីងបាន 

| | | | | |a b b c a cT AB BC AC z z z z z z= + + = − + − + −   

េដយ
1 7

7
a b

b c

z z i
z z i

− = −


− = − −
  េនាះ (1 7 ) ( 7 ) 6 8a cz z i i i− = − + − − = − −   

េយងីបាន 1 49 49 1 36 64 10( 2 1)T = + + + + + = +  ឯកត្របែ 
ដូចេនះ 10( 2 1)T = +  ឯកត្របែវ 

២.កំណត់្រ�េភទៃន្រតីេABC  រួចគណនាៃផ�្រកឡារប 

េយងីមាន 
1 7

7
a b

b c

z z i
z z i

− = −


− = − −
ឬ 

1 7
7

a b

c b

z z i
z z i

− = −


− = +
  

េនាះវុិចទ័ BA


 និង BC


 មានអហ�ិកេរៀង 1 7a bz z i− = − និង 7c bz z i− = +   
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យក ϕ  ជាមុំរវងវុិចទ BA


 និងBC


 េនាះ arg a b

c b

z z
z z

ϕ
 −

=  − 
  

េដយ 7 cos sin
1 7 2 2

a b

c b

z z i i i
z z i

π π− +
= = = +

− −
  េនាះ

2
πϕ =  ។ 

េហយីេដយ | | 1 49 5 2a bAB z z= − = + =   

                 | | 49 1 5 2b cBC z z= − = + =   េនាះ 5 2AB BC= =  ។ 

ដូចេនះ ABC  ជា្រតីេកណែកងសមបាតកំB  ។ 

ៃផ�្រកឡាៃន្រតីABC  គឺ ( )21 1. 5 2 25
2 2

S AB BC= = =  ឯកតៃផ� 

៣.កំណត់អាហ�ិកៃនកំពលរបស់្រតីេកABC  

 េដយ I  ជាចំណុចកណា�លៃន  អង� AC  មានអហ� 2 3iz i= + េនាះេគប 

2 3
2

a c
i

z zz i+
= = +  េនាះ ( )4 6 1a cz z i+ = +   

េដ
1 7
7

a b

c b

z z i
z z i

− = −


− = +
េនាះ ( )6 8 2a cz z i− = − −    

បូកសមីក( ) ( )1 & 2  េគបាន2 2 2az i= − −  េនាះ 1az i= − −  ។ 

ដកសមីក( ) ( )1 & 2  េគបា2 10 14cz i= +  េនាះ 5 7cz i= +  ។ 

ត 1 7a bz z i− = −  េនាះេគទ 1 7 1 1 7 2 6b az z i i i i= − + = − − − + = − +   

ដូចេនះ  1 , 2 6 , 5 7a b cz i z i z i= − − = − + = +  ។ 

៤.្រសយថចតុABCDចរឹ កក�ុងរង�ង់ មួ 

តមស្រមាយខងេលីេយីABC  ជា្រតីេកណែកងសមបាតកB   
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េហយី I  ជាចំណុចកណា   AC   េនាះ្រតីេABC  ច រឹកក�ុងរង�ង( )C ែដល 

មានផ�ិ (2 3 )I i+  និងកំ ( )1 10 5
2 2

ACr = = =   ។េហតុេនះេដីម្បី្រស 

ABCDច រឹកក�ុងរង�ង់មួយេគ្រគាន់ែត្រសយឲ្យេឃីញ  ( )D C∈  េពលគឺ

5ID r= =  ។េគមាន 6(1 ) (2 3 ) 4 3d iz z i i i− = + − + = +    

េនាះេគបាន | | 9 16 5d iID z z r= − = + = =   សមមូល   ( )D C∈  ។ 

ដូចេនះចតុេកABCDច រឹកក�ុងរង�ង់មានផ� (2 3 )I i+ និងក 5r =  ។ 
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លហំត ទ់១០១ 

េនក�ុងប�ង់កុំផ�ិច( )xoy  េគមានបួនចំណុច  , ,A B C  និង D  មានអហ�ិក 

 េរៀងគា�េដ  , ,a b cz z z  និង dz  ែដលេផ��ងផា �ត់
7 7

4 2
4 8

a b

b c

c d

z z i
z z i
z z i

− = − +
 − = +
 − = −

  

 េគដឹងថABCD  ជចតុេកណេបា៉  

 ១.គណនាបរិមា្រតរបស់ចតុ ABCD។ 

 ២.E  ជាចំណុច មួយមានអហ� 4 2ez i= − +  ែដល 7
5

AB EC=
 

 ។ 

      ចូរកំណត់អហ�ិកៃនកំពូលរបស់ចតុេកABCD។ 

 ៣.ចូរ្រយថា្របាំចំណ  , , ,A B C D  និង E  ស�ិតេនេលីរង�ង់មួយ  

ដំេណាះ្រ 

១.គណនាបរិម្រតរបស់ចតុ ABCD  

 ត p  ជាបរិមា្រតរបស់ចតុ េកណ ABCD េនាះេគបា 

 P AB BC CD DA= + + +  េដយ

| |
| |
| |
| |

a b

b c

c d

d a

AB z z
BC z z
CD z z
DA z z

= −
 = −


= −
 = −

  

 េនាះ | | | | | | | |a b b c c d d aP z z z z z z z z= − + − + − + −   

 េគមាន
( )
( )
( )

7 7 1
4 2 2
4 8 3

a b

b c

c d

z z i
z z i
z z i

 − = − +


− = +
 − = −
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 បូកសមីក( ) ( ) ( )1 , 2 & 3  េគបា 1a dz z i− = +  ឬ  1d az z i− = − −   

 េគបាន 49 49 16 4 16 64 1 1P = + + + + + + +   

                 7 2 2 5 4 5 2 8 2 6 5= + + + = +   

 ដូចេនះ  ( )2 4 2 3 5P = +  (ឯកត្របែវង 

២.កំណត់អាហ�ិកៃនកំពូលរបស់ចតុេកABCD  

 េគមានE  ជាចំណុច មួយមានអហ� 4 2ez i= − +  ។ 

 េដយ 7
5

AB EC=
 

  សមមូល ( )7
5b a c ez z z z− = −   

 េគទញ 5 ( )
7c e a bz z z z= − −  េដ

7 7
4 2

a b

e

z z i
z i

− = − +


= − +
  

 េគបាន 4 2 5 5 1 3cz i i i= − + + − = −   ។ 

 តម
7 7

4 2
4 8

a b

b c

c d

z z i
z z i
z z i

− = − +
 − = +
 − = −

 និង 1 3cz i= −   េនាះេគទញបា 

        
4 2 1 3 4 2 5
7 7 5 7 7 2 6
4 8 1 3 4 8 3 5

b c

a b

d c

z z i i i i
z z i i i i
z z i i i i

= + + = − + + = −
 = − + = − − + = − +
 = − + = − − + = − +

  

 ដូចេនះ  2 6 , 5 , 1 3 , 3 5a b c dz i z i z i z i= − + = − = − = − +   ។ 

 ៣.្រសយថ្រ�ំចំ  , , ,A B C D  និង E  ស�ិតេនេលរង�ង់ មួយ  

តង( ) 2 2: 0C x y px qy r+ + + + =  ជាសមីកររង�ង់ចរឹ កេ ABC∆   

 ែដលមានអហ�ិកកំពូ 2 6 , 5 , 1 3a b cz i z i z i= − + = − = −   ។ 
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 េគបាន្របព័ន
4 36 2 6 0
25 1 5 0
1 9 3 0

p q r
p q r

p q r

+ − + + =
 + + − + =
 + + − + =

 ឬ 
2 6 40

5 26
3 10

p q r
p q r

p q r

− + + = −
 − + = −
 − + = −

  

 បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ 2 , 4 , 20p q r= − = − = −  ។ 

 សមីកររង�ង់េទ( ) 2 2: 2 4 20 0C x y x y+ − − − =   

 អចសរេសរជាទង់ស�ង់ដ( ) 2 2: ( 1) ( 2) 25C x y− + − =  ។ 

 ចំណុច D  មានអហ�ិ 3 5dz i= − +  េនាះ ( 3,5)D −  ។ 

 ចំណុច  E  មានអហ� 4 2ez i= − +  េនាះ ( 4 ,2)E −  ។ 

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7
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








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 យកកអរេដេនៃនចំណុច D  និងE  េទេផ��ងផា�ត់នឹងសមី ( )C  ។ 

 ចំេព ( 3,5)D − េនាះ 2 2( 3 1) (5 2) 25− − + − =  ឬ 16 9 25+ =  ពិត 

 ចំេព ( 4 ,2)E − េនាះ 2 2( 4 1) (2 2) 25− − + − =  ឬ 25 0 25+ =  ពិត 

 េនាះេគបា ( )D C∈  និង ( )E C∈  ។ 

 ដូចេនះ ្របាំចំណុ  , , ,A B C D  និង E  ស�ិតេនេលីរង�ង( )C ែដលមានផ�ិ 

 ( )1 2II z i= +  និងក 5R =   ។ 
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ជំពូកទ០ី៣            

លំហាត់ េ រ្ជីសេរ�សស្រមាប់ �ច�ក 

 

១.ចូរគណនាចំនួនកុំ ផ�ិចខងេ្រកមរួចសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង ់ព 

 ក. 2(1 ) 3(1 )z i i= + + −   ខ. 3(1 ) 2(2 )z i i= − − −   

 គ. 3(1 2 ) (2 )z i i i= + − −   ឃ. 4(2 ) 3 (1 )z i i i= + − +   

 ង. 3(2 5 ) 4(1 3 )z i i= + − +   ច. 5(1 2 ) 7 (2 )z i i i= − + +   

 ឆ. 2( 3 2 ) 5 ( 1 2 )z i i i= − + + − −   ជ.4( 3 2 ) 3 (2 5 )i i i− + − +   

 ឈ. 3(1 2 ) 2 (1 3 )z i i i= − − + −   ញ. 5( 1 2 ) 2 (3 4 )z i i i= − + − +   

២.ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ពីជ  

 ក. (1 2 )(3 )z i i= + +  ខ. (1 )(3 2 )z i i= − +  

 គ. (2 )(1 3 )z i i= − +  ឃ. (3 )(1 2 )z i i= − −  

 ង. 2(2 )z i= +  ច. 2(1 3 )z i= +  

 ឆ. 2(4 3 )z i= −  ជ. 2(3 2 )z i= +  

 ឈ. 3(2 )z i= +  ញ. 3(1 2 )z i= −  

៣.ចូរកំណត់ពីរចំនួនពិតaនិងbេដយដឹងថ 

 ក. 2(3 2 )a ib i+ = −  ខ. 2(2 3 )a ib i− = +  

 គ. 22 3 (3 )a ib i+ = +  ឃ. 33 1 2 (2 )a ib i− + = +  

 ង.( ) ( ) (1 )(1 2 )a b i a b i i− + + = + +  ច. 3( ) (1 )i a ib i+ = −  
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 ឆ. 22 ( 1) ( 2 2)a i b i i+ − = +  ជ. 23 2 (5 )a ib i+ = −   

 ឈ. 2( ) (1 )(2 )i a ib i i− = + +  ញ. 22 (5 )a ib i+ = −   

៤.ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ពីជ  

 ក. 1 7
1 2

iz
i

+
=

+
 ខ. 1 5

1
iz
i

+
=

−
 

 គ. 1 3
2

iz
i

+
=

+
 ឃ. 13

3 2
iz
i

=
−

 

 ង. 3
1

iz
i

+
=

+
 ច. 5

3 2
iz
i

+
=

−
 

៥.ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់ពី ជ .a i b+  ៖ 

 ក. (2 5 )(3 )i i− +  ខ. (1 )(1 )i i− +  

 គ. (1 )(1 2 )(1 3 )i i i+ − +  ឃ. 3(2 )i−  

 ង. 1
4 3i+

 ច. 4 3
4 3

i
i

+
−

 

 ឆ. (3 2 )( 1)
1

i i
i

+ +
−

 ជ. 
21

1
i
i

− 
 + 

 

 ឈ. 
213 12 (2 1)

6 8 2
i i

i i
+ +

+
− +

 ញ. ( 2 3)( 3 2)
1

i i
i

− −
−

 

៦.ចូរកំណត់ពីរចំនួនពិត x  និង y  ែដលេផ��ងផា�ត់  

 ក.(1 2 ) (3 ) 5 3i x i y i+ + − = +  ខ.(2 ) (1 3 ) 4 5i x i y i− + + = +  

 គ.(3 2 ) 2(3 )i x iy i+ + = +  ឃ.2 (3 ) 3 5ix i y i+ − = +  

 ង.(1 )( ) 7 3i x iy i+ + = +  ច.(2 )( ) 10i x iy− − =  
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 ឆ. 3 5(1 ) 3
1

ii x iy
i

+
+ + =

+
 ជ. 52 (3 2 )

1
iix i y
i

−
− − =

−
 

 ឈ. 33 (5 2 ) (2 )x i y i+ + = +  ញ. 2( ) ( ) (1 7 )x y i x y i+ + − = +  

៧.គណនា 3(1 2 )i+   និង 4(3 4)i −  

៨.េគឲ្យចំនួនកុំ ផ�ិច 2a i= +  និង 1 3b i= −  ។ 

   ចូរសរេសរ 2 2z a ab b= + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

៩.ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមេនះជាទ្រមង់ពី ជ  

 ក. 2(2 3 )z i i= −  ខ. 2(2 3 )z i= +   

 គ. (1 )(1 2 )(1 3 )z i i i= + + +   ឃ. 3
1

iz
i

+
=

+
   

 ង. 1 2
1 2

iz
i

+ −
=

+ +
 ច. 3

3
iz
i

+
=

−
 

 ឆ. 3(2 )z i= +  ជ. 2[( 3 1) ( 3 1)]z i= − + +

 ឈ. 2
(1 )(1 3 )

(1 )
i iz

i
+ +

=
−

 ញ. 3
125

(2 )
iz
i

=
+

 

១០.េគឱ្យ 1 22 , 1 2z i z i= − = − −   និង 3 1 3z i= − +  

    )a  គណនា 3 3 3
1 2 3z z z+ +   និង 1 2 3z z z× ×  

    )b  បង �ញថ 3 3 3
1 2 3 1 2 33z z z z z z+ + =    ។ 

១១.េគឱ្យx  ជាចំនួនពិត។  

      កំណត់ x  េដីម្បីឱ្
3
1 1

i x i
i i

+ −
+

+ −
  ជាចំនួនពិ។ 

១១.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច និង 1w i= −  . 
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 )a  គណនា , ,z w z w z w+ − ×  និង 
z
w

 េដយសរេសរជ្រមង់ពីជគណិត   

 )b  ចូរកំណត់ពីចំនួនពិត α  និង β  ែដលេផ��ងផា�ត់  2z w zwα β+ =  ។ 

១២.មាចំននួកុំផ�ិចពីរ 1 .z a i b= +  និង 2 .z b i a= −  ែដល a  និង b ជាចំនួនពិ។ 

       ចូរកំណត់តៃម�របស់ a  និង b េដីម្បីឱ្ 1 2 7 5z z i+ = +  ។ 

១៣.េគឲ្យ 2 2 3a i= − +  និង 3b i= +   ។ 

 ចូរ្រសយ 2 2 2 2Z a b a bi= + + +   ជាចំនួនពិត  

១៤.ចូរគណនា
2(5 3 )

1
iZ
i

+
=

−
  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគ  

       រចួប�� ក់ែផ�កពិត និង ែផ�កនិម�ិតរបស់វ  

១៥.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 , 3 2a i b i= + = − +   និង 1 3c i= −   ។ 

 )a  គណនា 3 3 3Z a b c= + +  និង W abc=   ។ 

 )b  កំណត់ចំនួនពិតλ  េដយដឹងថZ Wλ=  ។ 

១៦.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច  1 5Z i= − +   និង 1W i= +   ។ 

   គណនា , ,Z W Z W Z W+ − ×   និង 
Z
W

 េដយសរេសរជារងពីជគ  ។ 

១៧.កំណត់ចំនួនពិតaនិងbេដីម្បីឱ្(2 3 )i− ជប�សៃនសមីករ 2 0x ax b+ + = ។ 

១៨.ចូរកំណត់រកពីរចំននួពិតxនិង y េដយដឹងថា 

   2 19(1 3 ) (2 )
1 2

ii x i y
i

+
+ + − =

+
  ។ 
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១៩.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចz x iy= +  ែដល  ,x y∈y   ។ 

 ចូរកំណត់ z  េដយដឹងថ 2(8 9 )(3 2 ) (2 )
1 3

ii z i z
i

−
+ + − =

−
 ។ 

 ( z  ជាចំនួនកុំផ�ិចឆា�ស់ៃ z  ) 

២០.គណនា 2 3 20191 ....z i i i i= + + + + +  ។ 

២១.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 3z i= +   និង 2 5w i= +   ។ 

 ក.ចូរ្រសយ 2 4 13 0z z− + =  និង 2 4 29 0w w− + =  ។ 

 ខ.គណនា 2 2X z w= +  និង 3 3Y z w= +   ។ 

២២. កំណត់ពីរចំនួនពិត x  និង y  េបីេគដឹងថ ៖ 

     ក.(1 3 )( ) (2 )( ) 7 0i x iy i x iy+ + − + − + =  ។ 

     ខ. 5(1 3 )(3 2 ) (1 3 )
1 2

ii x i y
i

+
+ + − =

+
។ 

២៣.េគឱ្យអនុគមន៍
2

2
2 5( )

1
z zf z

z
+ +

=
+

 ែដល z i≠ ±  ។ 

      ចូរគណនា ( 1 2 ) , (1 )f i f i− + +  និង (2 )f i−  ។ 

២៤.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2a i= +   និង 1 3b i= −   ។ 

 ចូរសរេសរ 2 2z a b a ib= + + +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

២៥.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច  3 5z i= +   និង 1w i= −   ។ 

 ចូរគណនា , ,z w z w z w+ − ×   និង 
z
w

 េដយសរេសរលទ�ផលែដលបា 

    ជទ្រមង់ពីជគណិត a ib+  ។ 
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២៦.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 2 , 2 3i iα β= + = +  និង 3 4iγ = +   ។ 

 ក.ចូរគណនា , ,p q rα β γ αβ βγ γα αβγ= + + = + + =  ។ 

 ខ.បង �ញថ (1 )(1 )(1 )z i i iα β γ= + + + 1 ( )q i p r= − + +  រចួសរេសរលទ�ផល 

        ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

២៧.ក)េគឲ្យចំនួនកុំ ផ�ិច 2 3x i= +   និង 3y i= −   ។ 

        ចូរគណនា
2

2
3 4
5 8

x xz
y y

− +
=

− +
 េដយរេសរជាទ្រមង់ជគណិត ។ 

       ខ)េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2x i= +   និង 1 3y i= +   ។ 

        ចូរគណនា  2
3 1

3
A

yx x
= +

−
  ។ 

២៨.កំណត់ពីរចំនួនពិត x  និង y  េដយដឹង ៖ 

 ក.(3 2 ) (1 3 )y 9 5i x i i+ + − = −   

 ខ.(1 ) (3 2 ) 2 7i x i y i+ − − = +   

 គ.(1 )( ) (1 3 )( ) 2(7 3 )i x iy i x iy i− + + + − = +   

២៩.កំណត់ពីរចំនួនពិត  p  និង q  េដីម្បីឲ្យចំនួនកុំផ� 2z i= +  ជប�សមួយរបស់ 

     សមីករ 3 0z pz q+ + =  ។ 

៣០.េដះ្រសយ្របពន�័សម
(1 ) 7

(1 ) 1 2
i z iw i

iz i w i
+ + =


+ − = +

  

៣១.េគឲ្យសមីក( ) 2: (4 ) 5 0E z i z i− − + + =   

 ក.ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  25 12 (2 3 )i i− − = −  ។ 

 ខ.េដះ្រសយសម( )E ក�ុងសំណំុចនំួនកុំផ�ិច។ 
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៣២.ចូររកពីរចំនួនពិត a  និង b េដយដឹងថ 3 2z i= +  ជប�សមួយរបស់សមីក 

       2 ( ) 1 5 0z a ib z i+ + + + =  ។ 

៣៣.េគឱ្យ 1 2z i= +  និង .u a i b= +  ។ 

     ចូរកំណត់ចំនួនពិត a  និង b េដីម្បីឱ្ 2 3 41u z z z z= + + + +  ។ 

៣៤.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 3(2 )z i= +  និង 2(3 )w i= −   ។ 

 ក.សរេសរ z  និងw  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

 ខ.ចូរកំណត់ពីចំនួនពិត α  និង β  េដយដឹងថ 2(4 2 )z w iα β+ = +   ។ 

៣៥.េគចំនួនកុំផ�ិច z x iy= +  ែដល  ,x y∈y   ។ 

 កំណត់ពីរចំនួន x  និង y   េដយដឹងថា 

 (1 3 ) (2 ) (2 )(3 2 )i z i z i i+ + + = + +   ( z  ជាកុំផ�ិចឆា�ស់ z  )។ 

៣៦.េគឲ្យសមីក( ) 2 2: (7 2 ) 4(1 ) 0E z i z a i− + + + + =   ។ 

 ក.ចូរកំណត់ចំនួនពិតa េដីម្បីឲ្យសមី( )E មាប�សមួយជាចំនួនពិនិងប�ស 

        មួយេទៀតជាចំនួនកុំផ�ិច  

 ខ.រកប�សៃនសមីក( )E  ចំេពះតៃមa  េទីបនឹងរកេឃញី។ 

៣៧.េគឲ្យសមីក( ) 3 2: (4 ) (5 4 ) 5 0E z i z i z i− + + + − =  ។ 

 ក.កំណត់ចំនួនពិត b េដយដឹង 0z bi=  ជប�សមួយៃនសមីករ( )E  ។ 

 ខ.បង �ញថាេគអចសរេសរសមី( )E  ខងេលីជាទ្រ 

     2
0( )( ) 0z z z zα β− + + =  ែដល  ,α β ∈  ។ 

 គ.េដះ្រសយសមី( )E  ក�ុងសំណំុ   ។ 
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៣៨.េគឱ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 5 2 6,
3 2 1

i iA B
i i

+ − +
= =

+ +
 និង 

8 6
1

iC
i

+
=

−
 

      ក. ចូរសរេសរ , ,A B C  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

      ខ. ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  2 24 . 4(2 )B A C i− = −  ។ 

      គ. េដះ្រសយសមី 2 0A Z B Z C+ + =  េដយសរេសប�សនីមួយៗ 

          ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

៣៩.គណនប�សកេរៃនចំនួនកុំផ�ិ ចខងេ្រក 

 ក. 48 14z i= − +   ខ. 24 10z i= − −   

 គ. 12 16z i= +   ឃ. 32 24z i= −   

 ង. 18z i=    

៤០.ចូររក្រគប់ចំនួនកុំផ�ិចែដលមានម ូ៉ឌុលេស�ីន2 2 េហយីកេររបស់វជាចំ 

       និម�ិតសុទ� ។ 

៤១.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច (3cos 4sin ) (4cos 3sin )z a a i a a= − + +   

 ែដល a  ជាចំននពិត ។ចូរ្រសយថាម៉ូឌុz  មានតៃម�េថរជានិច�េទះតៃម�a  
     ែ្រប្រលយា៉ ងណាក៏េដ 

៤២.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច (2 3 ) (3 2 )z x y i x y= + + −  និង
17 6

2
iw

i
+

=
+

  

 ែដល x  និង y  ជាចំនួនពិត  

 ក.ចូរសរេសរ w  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

 ខ.កំណត់x  និង y  េដីម្បីឲ្z w=   ។ 
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៤៣.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច ( ) ( )z x y i x y= + + −  និង 
22(2 )

1
iw
i

+
=

+
  

 ែដល x  និង y  ជាចំនួនពិត   កំណត់x  និង y េដយដឹងថ| | | |z w=   

     និងែផ�កពិតៃន 2z  េស�ីនឹង48  ។   

៤៤.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចz x iy= +  ែដល  ,x y∈ ∈y y  ។ 

 ក.ចូរ្រសយ
1
z i zw

i
+

=
+

 ជាចំនួនពិត  

 ខ.កំណត់តៃម� xនិង y  េដយដឹងថ| | 5z =  និង 7w =  ។ 

៤៥.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិ ,A x iy B a ib= + = +  និង ( ) ( )z ax by i ay bx= + + −   

 ែដល  , , ,a b x y∈y  ។ ចូរ្រសយ|z| | ||B|A=  ។ 

៤៦.ចូរកំណត់្រគប់ចំនួនកុំ ផ�ិចz  មានម៉ូឌុ| |z  ែដលេផ��ងផា�ត  

 ក.| | 2(1 2 )z iz i+ = +   ខ.| 1| 9 2z iz i+ − = −   

 គ. 3| | (1 ) (1 2 ) 0z i i z i− + + + + =   ឃ.| 3 | 3z i iz i+ + + = +   

៤៧.ក. ចូរបង �ញថ 277 36 (2 9 )i i− − = −  

       ខ. េដះ្រសយសមី 2(2 ) (8 ) 5(3 ) 0i z i z i+ − − + − =  

            រចួសរេសរប�សនីមួយៗជាទ្រមង់ពីជគណិត  

៤៨.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចz a ib= +  និង w b ia= +   ែដល , *a b∈ ។ 

 ចូរ្រសយ 2 2z w+  ជាចំនួននិម�ិតសុទ�  

៤៩.ចូរគណនប�សកេរៃនចំនួនកុំផ�ិច 45 28Z i= +  ។ 



  េមេរៀនទី១                ចំននួកុំផ��ច    (Complex Numbers )           ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 184 
 

៥០.កំណត់ពីរចំននួពិត  p  និង q  េដីម្បីឲ្យចំនួនកុំផ� 1 2z i= +  ជប�សមួយរបស់ 

      សមីករ 3 0z pz q+ + =  ។ 

៥១.េដះ្រសយ្របពន�័សមីករខងេ្រកមក�ុងសំណុំ  

       
2

(1 ) (3 2 ) 10 2
10(1 2 ) (2 )

(1 )

i x i y i

i x i y
i

− + + = −

 + + − = −

    

៥២.កំណត់ពីរចំនួនពិត x  និង y  េដយដឹង ៖ 

 ក.(3 2 ) (1 3 )y 9 5i x i i+ + − = −   

 ខ.(1 ) (3 2 ) 2 7i x i y i+ − − = +   

 គ.(1 )( ) (1 3 )( ) 2(7 3 )i x iy i x iy i− + + + − = +   

៥៣.េដះ្រសយ្របពន�័សម
(1 ) 7

(1 ) 1 2
i z iw i

iz i w i
− − = −


− + + = −

 

៥៤.េគឲ្យសមីក( ) 2: (4 ) 5 0E z i z i+ − + + =   

 ក.ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  25 12 (2 3 )i i− − = −  ។ 

 ខ.េដះ្រសយសម( )E ក�ុងសំណំុចនំួនកុំផ�ិច។ 

៥៥.ចូររកពីរចំនួនពិត a  និង b េដយដឹងថ 3 2z i= −  ជប�សមួយរបស់ 

       សមីករ 2 ( ) 1 5 0z a ib z i+ + + + =  ។ 

៥៦.េគឱ្យចំនួនកុំផ�ិច . , ,z a b i a b= + ∈  ។ 

       ចូរកំណត់តៃម� a  និង b េដីម្បីឱ្យ 21 2 2
6 3

z z i+ = − + ។ 
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៥៧.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 3(2 )z i= −  និង 2(3 )w i= +   ។ 

 ក.សរេសរ z  និងw  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  

 ខ.ចូរកំណត់ពីចំនួនពិត α  និង β  េដយដឹងថ 2(4 2 )z w iα β+ = −   ។ 

៥៨.េគចំននួកុំផ�ិច z x iy= +  ែដល  ,x y∈y   ។ 

 កំណត់ពីរចំនួន x  និង y   េដយដឹងថា 

 (1 3 ) (2 ) (2 )(3 2 )i z i z i i+ + + = + +   ( z  ជាកុំផ�ិចឆា�ស់ z  )។ 

៥៩.េគឱ្យសមីក 3 2( ) : (4 5 ) 5(1 3 ) 2(7 ) 0E z i z i i− + − − + − =  ។ 

      ក. កំណត់ចំនួនពិត b េដីម្បីឱ្ 0z bi= ជាឬសសមីក( )E  ។ 

       ខ. ចូរសរេសរសមីករ( )E  ជារ 2
0( )( ) 0z z z pz q− + + =   

            ែដល  p  និង qជាចំនួនកុំផ�ិច្រត�វរក 

         គ. េដះ្រសយសមី( )E ក�ុងសំណំុកុំផ�ិច ។ 

៦០.េគឲ្យសមីក( ) 3 2: (4 ) (5 4 ) 5 0E z i z i z i− + + + − =  ។ 

 ក.កំណត់ចំនួនពិត b េដយដឹង 0z bi=  ជប�សមួយៃនសមីករ( )E  ។ 

 ខ.បង �ញថាេគអចសរេសរសមី( )E  ខងេលីជាទ្រដូចខងេ្រក 

     2
0( )( ) 0z z z zα β− + + =  ែដល  ,α β ∈  ។ 

 គ.េដះ្រសយសមី( )E  ក�ុងសំណំុ   ។ 
៦១.េគមានសមីក 2( ): 3 4 6 0E z z i− + + =   
    ក.កំណត់ចំនួនពិត b េដីម្បីឱ្ 0 .z b i=  ជប�សរបស់សមីករ( )E  ។ 
    ខ.ចូរេដះ្រសយសមី( )E ក�ុងសំណំុកុំផ�ិច ។ 
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៦២. េគមនសមីករ 2( ): 5(1 ) 3(4 3 ) 0E z i z i− + − − = ។ 

    ក.ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  248 14 (7 )i i+ = + ។ 

    ខ.ចូរេដះ្រសយសមី( )E ក�ុងសំណំុកុំផ�ិច ។ 

៦៣.េគមានសមីក 2( ): 5(1 ) 3(4 3 ) 0E z i z i− + − − =  

    ក.ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  248 14 (7 )i i+ = +  

    ខ.ចូរេដះ្រសយសមី( )E ក�ុងសំណំុកុំផ�ិច ។ 

៦៤.េគមានសមីក 2( ): . (2 3 ) 5(1 ) 0E i Z i Z i− + + + =  

    ក. កំណត់ចំនួនពិត a  េដីម្បីឱ្ 1Z a i= +  ជាឬសមួយរបស់សមីក( )E   

         រចួគណនប�ស 2Z មួយេទៀតរបស់សមីករ  

    ខ. ចូរកំណត់ចំនួនពិត  p  និង q  េដីម្បីឱ្យ
1 2 1 2

2p q p q
Z Z Z Z

+ −
+ =

+
  ។ 

៦៥.េគមានចំនួនកុំផ�ិចពីរ 1Z  និង 2Z ែដល  1 2 3Z Z i+ = +  និង 1 2. 4 3Z Z i= +  ។ 

     ក. ចូរបង �ញថ 2 2
1 2( ) ( ) 0Z Z+ =  ។ 

    ខ. ចូរកំណត់រកែផ�កពិត និង ែផ�កនិម�ិត ៃន 4 4
1 2Z Z Z= +  ។ 

    គ.េផ��ងផា�ត់ថ ( )2 2
1 2 1 2 1 24 . ( )Z Z Z Z Z Z+ − = − +  រចួកំណត់រក 1Z និង 2Z ។ 

៦៦.ចូរកំណត់្រគប់ចំនួនកុំ ផ�ិចz  មានម៉ូឌុ| |z  ែដលេផ��ងផា�ត  

 ក.| | 2(1 2 )z iz i+ = +   ខ.| 1| 9 2z iz i+ − = −   

 គ. 3| | (1 ) (1 2 ) 0z i i z i− + + + + =   ឃ.| 3 | 3z i iz i+ + + = +   
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៦៧.ចូរកំណត់ពីរចំនួនពិត α និងβ  េដីម្បីឲ្ 2 3z i= + ជប�សមួយរបស់សមីក 

 2 0z zα β+ + = រចួគណនប�សមួយេផ្សងេទៀតរបស់សមីករចំេα និងβ  

 េទីបរកេឃញីខងេល ។ 

៦៨.ចូរកំណត់ពីរចំននួពិត α  និង β  េដយដឹង(3 2 ) (2 ) 4 5i i iα β+ + − = +  ។ 

៦៩.េគឲ្យសមីករដឺេ្រកទីព 2( ) : (4 3 ) 1 5 0E z i z i− + + + =  

 ក.ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  23 4 (2 )i i+ = +  ។ 

 ខ.ចូរេដះ្រសយសមី( )E ខងេលីក�ុងសំណុំ ។ 

៧០.ចូរកំណត់រកចំនួនកុំផ�ិច z  ែដលេផ��ងផា�ត់  

      (1 ) (3 2 ) 9 4i z i z i+ + + = +  ។ (zជាចំនួនកុំផ�ិ ចឆា�ស់ z )។ 

៧១.េគឲ្យសមីក 2( ) : (3 2 ) 4 0E z i z a i− + + + =  ែដល a  ជាចំនួនពិត  

 ក.ចូរកំណត់តៃម� a  េដីម្បីឲ្យសមីក( )E  មាប�សមួយជាចំននពិត និង ប�ស 

       មួយេទៀតជាចំនួនកុំផ�ិច  

 ខ.ចូរេដះ្រសយសមី( )E  ចំេពះតៃម�a  េទីបរកេឃញី ។ 

៧២.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចពីរz  និង w   ។ ចូរ្រសយប��ក់ថ  

 ក.| | | || |zw z w=   ខ. | |
|w|

z z
w

=   ែដល  0w ≠   ។ 

 គ.| | | | | |z w z w+ ≤ +   

៧៣.ចូររកចំនួនកុំផ�ិចz  េដយដឹងថ| | (1 ) (2 )(3 2 )z i z i i+ + = + + ។  

៧៤.រកចំនួនកុំផ�ិចz  េដយដឹង 2| | (2 )z i iz i+ + = +  ។ 
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៧៥.ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់្រតីេក 

 ក. 2 3 2z i= +   ខ. 2 2z i= −   

 គ. 1 3z i= − +   ឃ. 3z i= − −   

 ង. 2 3z i= + +   ច. 2 1z i= + +   

 ឆ. 2 2 2 2z i= + + −   ជ. 2 3 2 3z i= + + −   

 ឈ. 2 21 cos sin
5 5

z iπ π
= + +   ញ. 3 3sin cos

8 8
z iπ π
= +   

៧៦.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1
3

iz
i

+
=

+
 ។ 

 ក.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមពីជគណិត ។ 

 ខ.សរេសរ 1u i= +  និង 3v i= +  ជាទ្រមង់្រតីេក។ 

    ទញរកទ្រមង់្រតីេកណមាz  ។ 

 គ.េដយេ្របីលទ�ផលខងេលីទញប��ក  

     3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 
3 1sin

12 2 2
π −

=   

៧៧.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3z i= +  និង 2 2w i= +   

 ក.ចូរសរេសរ Y zw=  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

 ខ.ចូរសរេសរ z  និងw  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចទញរកទេកណមា 

        ៃនY zw=  ។ 

 គ.ទញរកតៃម�្របាកដ 7cos
12
π  និង

7sin
12
π  ។ 
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៧៨.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច ( 3 1) i( 3 1)u = + + −   និង 2 2v i= +   ។ 

 ក.ចូរសរេសរ w uv=  ជាទ្រមង់ពីជគណិត និង ជាទ្រមង់្រតីេក  

 ខ.សរេសរ v  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរួចទញរកទ្រមង់្រតីu   ។ 

៧៩.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 3 2 3Z i= − + +   ។ 

 ក.ចូរសរេសរ 2Z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

 ខ.សរេសរ 2Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

 គ.ទញរកទ្រមង់្រតីេកណមាZ   ។ 

៨០.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 21 cos sin
7 7

Z iπ π
= + +   ។ 

 ចូរសរេសរ Z   និង 4Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

៨១.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច sin cos
10 10

Z iπ π
= +   ។ 

 ចូរសរេសរ Z   និង 4(1 )Z+  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

៨២.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច cos sinz a i a= +  និង 
5

4
2

1
zw
z

=
+

 ែដល  ( , )
4 4

a π π
∈ −  ។ 

 ចូរ្រសយ 1 (cos3 sin3 )
cos2

w a i a
a

= +   ។ 

៨៣.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច cos sinz iα α= +   ែដល α ∈  ។ 

 ្រគប់n∈  ចូរ្រសយ 1 2cos( )n
nz n

z
α+ =  ។ 

៨៤.េគឲ្យចំនួនកុផ�ិច 2 3 2a i= +   និង 2 2b i= −   

 ក.ចូរសរេសរ 2 2 4 4 3Z a b a b= + − +  ជាទ្រមង់ពីជគណិ  
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 ខ.ចូរសរេសរ ,a b   និង ab ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

៨៥.េគមានចំនួនកុំផ�ិច 1z i= −  និង 3w i= +   ។ 

 ក.គណនា .z w  និង 
z
w

 ។ 

 ខ.សរេសរ .z w  និង 
z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម  

៨៦.សរេសរ 
22(1 )

1 3
iA

i
+

=
−

  ជាទ្ង់្រតីេកណមា្រតេហីយជាទ្រមង់ពីជ  

៨៧.ឲ្យចំនួនកុំផ�ិចz a ib= +  និង (1 )A i z= +  ។ 

 ក.គណនាA  ជាអនុគមន៍ៃនa  និង b េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ  

 ខ.កំណត់ a  និង b េដីម្បីឲ្យបA z=  ។ 

 គ.សរេសរចំនួនកុំផ�ិច 1 1
2 2

w i= − +  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រតរ 4w        

        េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមងគណិត ។ 

៨៨. Z  ជាចំនួនកុំផ�ិចែដល ( 2 2)(cos .sin )
6 6

Z i iπ π
= − −  ។ 

  ក.សរេសរ Z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត    

  ខ.សរេសរ 2Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

     គ.គណនា 5cos
12
π  និង 

5sin
12
π  ។  

៨៩.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិចZ x iy= +  និង cos sinw iα α= +   

 ែដល x  និង yជាចំនួនពិតខុសពីសូន្យ េហីαជាចំនួនពិត 

 ក.កំណត់ទំនាក់ទំនងវងx  និង y  េដីម្បីឲ្| || |Z w=  ។ 
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 ខ.ក�ុងលក�ខណ�   | || |Z w=  ចូរបង �ញថ 1 Z
Z
=  ។ 

 គ.រក x  និង y  រចួរក  α  េដីម្បីឲ្ 1 , 1Z w= =   ។                    

៩០.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច ( 3 1) ( 3 1)A i= − + +   និង 1
x iyB

i
+

=
+

   

    ែដល x  និង y  ជាចំននពិត ។ 

 ក.សរេសរ 2A  ជាទ្រមង់ពីជគណិតេហីយជាទ្រមង់្រតីេ  ។ 

 ខ.សរេសរ B  ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។ រ x  និង y េដយដឹង 

  2 0B A− =  ( Bជាចំនួនកុំផ�ិចឆា�ស់ B)។ 

៩១.ក)ចំនួនកុផំ�ិច Z  មានម៉ូឌុលេស�ី2  និងអគុយម៉ង់េស� 3
π ។  

        សរេសរ Zជាទ្រមង់ពីជគ ត a ib+  ែដលaនិងbជាចំនួនពិត 

    ខ)េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 5 52(cos sin )
3 3

Y iπ π
= +  ។  

         គណនា .Z Y  េដយឲ្យលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ  

     គ)បង �ញថY Z=   ។ 

៩២.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3.
2 2

z i= − + និង 
1 3
2 2

w i= − −  ។ 

 ក.បង �ញថ 2z w=  រចួគណនា 2 1z z+ +  ។ 

 ខ.គណនា 2A z z i= + +  ។ សរេសរ A  ជាទ្រមង់្រតីេកណ 

    គ.បង �ញថ 20A  ជាចំនួនពិត  

  



  េមេរៀនទី១                ចំននួកុំផ��ច    (Complex Numbers )           ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 192 
 

៩៣.ក)កំណត់ចំនួនពិត a  និង b េដីម្បីឲ្ 1 1 3x i= +  ជប�សមួយៃនសមីក 

          2 0x ax b+ + =  ។  

   ខ)រកប�ស 2x  មួយេទៀតៃនសមីករ ។ 

   គ)សរេសរ 
2

1

2

xZ
x

 
=  
 

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

៩៤.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3a i= +  និង 3b i= +  

 ក.ចូរគណនា 2 2z a iab b= + +  និង 
1 1( 3 1)( )w
a b

= − +    េដយសរេស 

        លទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណិត  

 ខ.ចូរសរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

 គ.ចូរ្រសយបំភ�ឺ
11 118 2 cos sin
12 12

z i
w

π π = + 
 

 ។ 

៩៥.ចូរសរេសរចំនួនកុំផ�ិចខងេ្រកមជាទ្រមង់្រតី  

 ក. 2 2z i= +   ខ. 2 3 2z i= −   

 គ. 4 4 3z i= − +   ឃ. 1 3z i= − −

 ង. 3 3sin cos
8 8

z iπ π
= +   ច. 2 21 cos sin

9 9
z iπ π
= + +     

 ឆ. 1 tan
5

z i π
= +   ជ. 2 3z i= + +  

 ឈ. 2 2 2 2z i= + + −  ញ. 2 3 2 3z i= + + −  

៩៦.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2 3z i= +  និង 2 2w i= +  ។ 

 ចូរសរេសរ , ,z w z w×  និង 
z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេកណ 
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៩៧.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2z i= +  និង 3w i= + ។ 

 ក.ចូរសរេសរ z
w
ជាទ្រមង់ពីជគណិ    

 ខ.ចូរសរេសរ ,z w  និង 
z
w

 ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

 គ.េ្របីលទ�ផលខងេលីចូរទញរកតៃម�្របាcos
12
π   និង sin

12
π  ។ 

៩៨.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 1 3a i= +  និង 3b i= +  

 ក.ចូរគណនា 2 2z a iab b= + +  និង 
1 1( 3 1)( )w
a b

= − +   

     េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណិ  

 ខ.ចូរសរេសរ z  និង w  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

 គ.ចូរ្រសយបំភ�ឺ
11 118 2 cos sin
12 12

z i
w

π π = + 
 

 ។ 

៩៩.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 3z i= −  និង 3 3w i= +  

 ក.ចូរគណនា 2 2Z z w= +  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណិ  

 ខ.ចូរសរេសរ Z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

 គ.គណនប�សទីបីៃន Z  ។ 

១០០.េគឲ្យចំនួនកុំ ផ�ិច 2 2z i= +  និង 
3 1 3 1
2 2

w i− +
= +  

 ក.ចូរគណនាZ zw=  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណិ  

 ខ.សរេសរ Z  និង z  ជាទ្ង់្រតីេកណមា្រត ររកទ្រមង់្រតីេកណ 

       ៃន w  ។ 
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 គ.េ្របីលទ�ផលខងេលីចូរទញប��ក់  

        5 6 2cos
12 4
π −
=  និង 

5 6 2sin
12 4
π +
=  ។ 

១០១.េគឲ្យចំនួនកុំ ផ�ិច 2 2 2 2z i= − + + ។ 

 ក.ចូរគណនា 2z  េដយសរេសរលទ�ផលជាទ្រមង់ពីជគណ ។ 

    ខ.សរេសរ 2z ជាទ្រមង់្រតីេករចួទញរកទ្រមង់្រតណមា្រតៃz  ។ 

១០២.េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 4 41 cos sin
9 9

z iπ π
= + +   ។ 

 ចូរសរេសរ z  និង 4z  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

១០៣.ចូរគណនាម៉ូឌុល និង អគុយម៉ង់ៃ
20

1 3
1

iw
i

 +
=   − 

 ។ 

១០៤.េគមានចំនួនកុំផ�ិច 2 3 2 3a i= + + −  និង   1b i= +   ។ 

  ក.េដយដឹងថ 3 12 3
2
+

+ =  និង 
3 12 3

2
−

− =   

       ចូរេផ��ងផា�ត់ថ  2 6ab i= +  ។ 

  ខ.សរេសរ ab និង b ជាទ្រមង់្រតីេកណ។ 

     ទញរកទ្រមង់្រតីេកណមាa  ។ 

  គ.េគយក z x iy= +  ែដល  ,x y∈y  ។  េដយដឹងថ 42z i z a+ =   

        ចូរកំណត់តៃម�ៃន xនិង y  ។ 

១០៥.េគឲ្យចំនួនកុំ ផ�ិច 3a i= − +   និង 2(1 )b i= +  

  ក.គណន 2 2 3 3 2(1 3 )z a b a i b= + + + −   
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   ខ.កំណត់មូ៉ឌុល និង អគុយម៉ង់ៃនz  ។ 

   គ.ចូរសរេសរ .u a b=  និង 
av
b

=  ជាទ្រមង់្រតីេកណម 

១០៦.ចូរគណនាម៉ូឌុល និង អគុយម៉ង់ៃ
20

1 3
1

iw
i

 +
=   − 

  

១០៧.េគឲ្យចំនួនកុំ ផ�ិច 1
3

iz
i

+
=

+
  

 ក.ចូរសរេសរ z  ជាទ្រមង់ពីជគណិត  

 ខ.សរេសរ 1u i= +  និង 3v i= +  ជាទ្រមង់្រតីេកណមា្រត រ 

       ទ្រមង ្រតីេកណមា្រz  ។ 

 គ.េដយេ្របីលទ�ផលខងេលីទញប�� ៖ 

        3 1cos
12 2 2
π +

=   និង 
3 1sin

12 2 2
π −

=   

១០៨.ចូរគណនាម៉ូឌុល និង អគុយម៉ង់ៃ
20

1 3
1

iw
i

 +
=   − 

 ។ 

១០៩. េគឲ្យចំនួនកុំផ�ិច 2 2cos sin
7 7

z iπ π
= +  ។ 

   ចូរសរេសរ 6(1 )w z= + ជាទ្រមង់្រតីេកណម 
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