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ជំពកូទ�០១ 

សេង�បេមេរៀនទាក់ទងនិងសិក្សោអេថរភពៃនអនុ 

 

 

សេង�បរបូមន�េដរេីវ 

 

១.អ្រតបែ្រមប្រម�ល  

  

 

 

 

 

 

 

 

េបីអេថរ x  ែ្រប្រប�លព 1x  េទ 2x   េហយីអនុគមន៍ ( )y f x=   

 ែ្រប្រប�លព ( )1 1y f x=  េទ ( )2 2y f x=  េនាះេគថាផលេធ 

x∆

y∆

( ) ( ):c y f x=
y

x'x

'y

o
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 ( ) ( )2 12 1

2 1 2 1

f x f xy yy
x x x x x

−−∆
= =

∆ − −
 េហថាបែ្រមប្រម�លមធ 

 អនុគមន៍ ( )y f x=  កលណx  ែ្រប្រប�លព 1x  េទ 2x   ។  

២.េដរេីវ្រតង់ច ណំ ុចមួ 

 េដរេីវ ( )0'f x  ៃនអនុគមន៍ ( )y f x=  េន្រតង់ចំណុ  0x x=    

 កំណត់េដយ ( ) ( ) ( )
0

0
0 0

0

' lim lim
x x x

f x f xyf x
x x x∆ → →

−∆
= =

∆ −
  ។ 

 េបីេគតង 0x x h− =   ឬ 0x x h= +   េនាះេគបាន 

 ( ) ( ) ( )0 0
0 0 0

' lim lim
x h

f x h f xyf x
x h∆ → →

+ −∆
= =

∆
  ។ 

៣.ភាពមានេដរី េវ និង ភាពជ 

សន�តថាអនុគមន៍ ( )f x កំនត់េលីចេនា �ះ I  េហយី 0x  ជាចំនួនពិតេនក� 

ចេនា �ះ I  និង h  ជាចំនួនពិតមិនសូន្យែដ 0x h+  ជារបស់ I  ។ 

∗ ចំនួនេដរេីវេឆ�ង្រតង់ចំនួន 0x  ៃនអនុគមន៍ ( )f x កំនត់តងេដយ  

 0 0
0 0

( ) ( )' ( ) lim
h

f x h f xf x
h−−

→

+ −
=  ។ 

∗ ចំនួនេដរេីវស �ំ្រតង់ចំនួ 0x  ៃនអនុគមន៍ ( )f x កំនត់តងេដយ 

 0 0
0 0

( ) ( )' ( ) lim
h

f x h f xf x
h++

→

+ −
=  ។ 

∗ េដរេីវៃនអនុគមន៍ ( )f x  ្រតង់ 0x  ( េបីមាន)កំណត់តងេដយ 

 0 0
0 0

( ) ( )'( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −
=   
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 េហយីតៃម�  0 0
0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h→

+ −   មានក   

 0 0 0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
h h

f x h f x f x h f x
h h− +→ →

+ − + −
=  ។ 

៤.អនុគមន៍េដរេីវ 

 និយមន័យ៖ 

∗ េបី f ជាអនុគមន៍មួយកំនត់េលីចេន ា� I  និងមានេដរីេវ ្រតង់្រ 

 ចំណុចេនក�ុងចេន ា� I  េនាះេគថាអនុគមន f មានេដរីេវេលីចេន  ា� I  ។ 

∗ អនុគមន៍ែដល្រគប់x I∈  ផ្សំបានចំនួនេដរីេវៃ  f  ្រតង់x  េហ 

 អនុគមន៍េដរេីវៃន f  ែដលេគកំនត់សរេសរ : '( )f x f x  ។ 

∗េដរេីវ ( )'f x  ៃនអនុគមន៍ ( )y f x=  គឺជាអនុគមន៍កំណត់េដ   

  ( ) ( ) ( )
0 0

' lim lim
x h

f x h f xyf x
x h∆ → →

+ −∆
= =

∆
  ។ 

 េគអចេ្របីនិមិត�ស � ( ) ( )' '
df xdyy f x

dx dx
= = =   ស្រមាប់ 

 េដរេីវៃនអនុគមន៍ ( )y f x=   ។ 

៥.របូមន�េដរេីវៃនអនគុមន៍សខំន់ 

  អនុគមន៍  េដរេីវ 

 1. y k=  ' 0y =  

 2. ny x=  1' ny n x −=  

 3. 1y
x

=  2
1'y
x

= −  
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 4. y x=  1'
2

y
x

=  

 5. xy e=  ' xy e=  

 6. xy a=  ' lnxy a a=  

 7. lny x=  1'y
x

=  

 8. siny x=  cosy x=  

 9. cosy x=  ' siny x= −  

 1០. tany x=  2
2

1' 1 tan
cos

y x
x

= = +  

 11. coty x=  2
2

1' (1 cot )
sin

y x
x

= − = − +  

 12. arcsiny x=  
2

1'
1

y
x

=
−

 

 13. arccosy x=  
2

1'
1

y
x

= −
−

 

 14. arctany x=  2
1'

1
y

x
=

+
 

៦.របូមន�្រគឹះៃនេដរីេវអនុគមន  

    អនុគមន៍   េដរេីវ 

 1. ny u=   1' . '. ny n u u −=  

 2. y u=  ''
2
uy

u
=  

 3. .y u v=  ' ' 'y u v v u= +  
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 4. uy
v

=  2
' '' u v v uy

v
−

=  

 5. lny u=  '' uy
u

=  

 6. siny u=  ' '.cosy u u=  
 7. cosy u=  ' 'siny u u= −  

 8. uy e=   ' '. uy u e=  
 9. tany u=  2' '(1 tan )y u u= +  

 1០. arcsiny u=  
2

''
1
uy

u
=

−
 

 11. arccosy u=  
2

''
1
uy

u
= −

−
 

 12. arctany u=  2
''

1
uy

u
=

+
 

 13. Vy u=  '' ' lnV uy u v u v
u

 = + 
 

 

៧.េដរេីវបន�បនា ប់ ៖ 

 ឧបមាថាេគម ( )f x   ជាអនុគមន៍មានេដរីេវ  n  េលីចេនា �ះ I  ។  

 េគកំណត់េដរេីវបន�បនា �ប់ៃនអនុគមន៍េនះដូចតេទ 
 ∗ អនុគមន៍េដរេីវទីមួយកំណត់តងេដយ '( )f x  
 ∗ អនុគមន៍េដរេីវទីពីរកំណត់តងេដយ ''( )f x  
 ∗ អនុគមន៍េដរេីវទីបីកំណត់តងេដយ '''( )f x  

 ∗ អនុគមន៍េដរេីវទីបួនកំណត់តងេដយ (4)( )f x  
    -------------------------------------------------- 
 ∗ អនុគមន៍េដរេីវទី n  កំណត់តងេដយ ( ) ( )nf x  ។ 
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៨.សមីករបនា�ត ប់៉ះ្រកបតងអនុគម 

  េមគុណ្របាប់ទិសៃនប ត់បះនឹង្រកបតងអនុគម ( )y f x=  

     ្រតង់ចំណុច  0x  គឺជាេដរីេវៃន  f  ្រតង់ 0x  គឺ 0'( )m f x=  ។ 

  សមីករបនា�ត់ប៉ះនឹង្រកបតងអនុ  ( )y f x=  

     ្រតង់ចំណុច  0x  គឺ 0 0 0( ) : ( ) '( )( )T y f x f x x x− = −  ។ 

៩.ទិសេដអេថរភាពៃនអនុគម 

 ក)អនុគមន៍េកន 

     f  ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេន ា I លុះ្រត '( ) 0f x >  ្រគបx I∈  

    លក�ណះ េបី , Iα β∈  ែដល α β>  នាំ ឲ្ ( ) ( )f fα β<  ។ 

 ខ)អនុគមន៍ចុះ 

     f  ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេន ា I លុះ្រត '( ) 0f x <  ្រគបx I∈  

    លក�ណះ េបី , Iα β∈  ែដល α β>  នាំ ឲ្ ( ) ( )f fα β>  ។ 

១០.បរមាេធៀបៃនអនុគមន 

  អនុគមន៍ f  មានអតិបរមាេធៀប្រត 0x x= កលណ 0

0

'( ) 0
''( ) 0

f x
f x

=


<
 

  ( )0f x M=  ជាតៃម�អតិបរមាេធៀប 

  អនុគមន៍ f  មានអប្បបរមាេធៀប្រ 0x x= កល 0

0

'( ) 0
''( ) 0

f x
f x

=


>
 

  ( )0f x m=  ជាតៃម�អប្បបេធៀប ។ 
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១១.ភាពផត េបា៉ង  និង ចំណុច រប 

 ក)អនុគមន៍ផត-េបា ៉ 

  េបី្រគប់x I∈  េគមាន ''( ) 0f x <  េនាះេគថ f  ជាអនុគមន 

 េបា៉ ងConvex function)េលីចេនា �ះ I  ។ 

  េបី្រគប់x I∈  េគមាន ''( ) 0f x <  េនាះេគថ f  ជាអនុគមន 

 េបា៉ ងConcave function)េលីចេនា �ះ I  ។ 

 ខ)ចំណុចរបត់ៃនែខ្សេក 

  េគថាចំណុ  ( )0 0,I x y  ជាចំណុចរបត់ៃន ែខ្សេកងតងអនុ 

 ( )y f x=  កលណាែខ្សេក ងេបា៉ង េនេល 0,a x   

 េហយីផត(ឬេបា៉ង)េនេ  0 ,x b   ។ 

  រេបៀបរកចំណចរបត់របស់ែខ្សេកង ( )y f x=  េគ្រត� ៖ 

  គណនាេដរីេវទីពី  '' ''( )y f x=  

  េដះ្យសមីក '( ) 0f x =  

  សិក្សោស �� ''( )f x   

-េបី ''( )f x ប�ូរស�� េនសងខងៃន 0x  េនាះែខ្សេ  
 មានចំណុចរបត  ( )( )0 0,I x f x  ។ 

-េប ី ''( )f x មិនប�ូរស�� េនាះែខ្សេកងគា�នចំណុចរប   ។ 
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សេង�បគន�ឹះសខំន ៗក�ុងករសិក្សោអន ុ

 

១.សមីករអសុីមតូតៃនែខ្ស 

 ១.១.អសុីមតូតឈ 

 េគថាបនា�ត x a=  ជាអសុីមតូតឈរៃន្រ( ) ( ):C y f x=  

 លុះ្រតែត ( )lim
x a

f x
→

= ∞   ។ 

 ១.២.អសុីមតូតេដ 

 េគថាបនា�ត  y b=  ជាអសុីមតូតឈរៃន្រ( ) ( ):C y f x=  

 លុះ្រតែត ( )lim
x

f x b
→ ∞

=  ឬ ( )lim 0
x

f x b
→∞

 − =   ។ 

 ១.៣.អសុីមតូតេ្រ 

 េគថាបនា�ត  y ax b= +  ជាអសុីមតូរៃន្រក( ) ( ):C y f x=   

 លុះ្រតែត ( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→ ∞

 − + =    ។ 

 រូបមន�កំណត់រកសមីករៃនអសុីមតូតេ្រ y ax b= +  

 ៃន្រក( ) ( ):C y f x= គឺ 
( )lim

x

f xa
x→∞

 =   
  និង ( )lim

x
b f x ax

→∞
 = −   ។ 

 េបីអនុគមន៍ f អចសរេសរជាទ្រម ( ) ( )f x ax b g x= + +  

 ែដល ( )lim 0
x

g x
→∞

  =   េនាះបនា�ត់មានសមី  y ax b= +  េហ 

 អសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្សេ( ) ( ):C y f x=  ។ 
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២.ទីតំងៃនែខ្សេកងេធ ៀបេទនឹងអសុ 

 ២.១.ទីតំងៃនែខ្សេកងេធៀបនឹងអសុីមតូ  

 ឧបមាថាេគមានែខ្( ) ( ):C y f x= និងបនា �ត( ) :d y b=  ជាអសុីមត 

 េដកៃន្រក( )C ។  

 េដីម្បីសិក្សោទីតំងៃនែខ( )C េធៀបេទនឹងអសុីមតូតេដករបស់វេគវ៖ 

  គណនាផលដក ( ) ( )df x y f x b− = −  រួចសិក្សោស ��របស់ 

  សន�ិដ �នលទ�ផល 

  េបី ( ) 0df x y− <  េនាះែខ្សេក( )C ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d ។ 

  េបី ( ) 0df x y− =  េនាះែខ្សេក( )C ្របសព�ជាមួយបន ា( )d ។ 

  េបី ( ) 0df x y− >  េនាះែខ្សេក( )C ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d ។ 

 ២.២.ទីតំងៃនែខ្សេកងេធៀបនឹអសុីមតូ  

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  និងបនា �ត( ) :d y ax b= +   

 ជាអសុីមតូតេ្រទតៃន្( )C ។  

 េដីម្បីសិក្សោទីតំងៃនែខ( )C េធៀបេទនឹងអសុីមតូតេ្រទតរបស់វេគ្ 

  គណនាផលដក ( ) ( ) ( )df x y f x ax b− = − +  រួចសិក្សោស ��របស់ 

  សន�ិដ �នលទ�ផល 

  េបី ( ) 0df x y− <  េនាះែខ្សេក( )C ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d ។ 

  េបី ( ) 0df x y− =  េនាះែខ្សេក( )C ្របសព�ជាមួយបន ា( )d ។ 

  េបី ( ) 0df x y− >  េនាះែខ្សេក( )C ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d ។ 
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៣.ផ�ិតឆ�ុះនិងអ័ក្សឆ�ុះៃនែខ្សេ 

 ៣.១.ផ�ិតឆ�ុះ 

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  និងចំណច ( ),I a b  

 េដីម្បី្រសយ ប��ក់ថាចំ  ( ),I a b ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C េគ្រត�វ្រ 

 ឲ្យេឃី ញថាចំេពះ្រ ( ) ( )0 0 0: 2 2fx D f x f a x b∈ + − =  ។ 

 ៣.២.អ័ក្សឆ�ុ 

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  និងបនា �ត់( ) :d x a=  

 េដីម្បី្រសយ ប��ក់ថាប  ( )d ជាអ័ក្សឆ�ុះៃនែខ្ស( )C េគ្រត�វ្រស 

 េឃញីថាចំេពះ្រគ ( ) ( )0 0 0: 2fx D f x f a x∈ = −  ។ 

៤.ចំណុច របត់ៃនែខ្សេក 

ក)អនុគមន៍ផត-េបា៉  

  េបី្រគប់x I∈  េគមាន ''( ) 0f x <  េនាះេគថ f  ជាអនុគមន 

 េបា៉ ងConvex function)េលីចេនា �ះ I  ។ 

  េបី្រគប់x I∈  េគមាន ''( ) 0f x <  េនាះេគថ f  ជាអនុគមន 

 េបា៉ ងConcave function)េលីចេនា �ះ I  ។ 

 ខ)ចំណចរបត់ៃនែខ្សេក 

  េគថាចំណុ  ( )0 0,I x y  ជាចំណុចរបត់ៃន ែខ្សេកងតងអនុ 

 ( )y f x=  កលណាែខ្សេក ងេបា៉ង េនេល 0,a x  េហយីផត 

 (ឬេបា៉ង)េនេ  0 ,x b   ។ 
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  រេបៀបរកចំណចរបត់របស់ែខ្សេកង ( )y f x=  េគ្រត� ៖ 

  គណនាេដរីេវទីពី  '' ''( )y f x=  

  េដះ្រសយសម '( ) 0f x =  

  សិក្សោស �� ''( )f x   

-េបី ''( )f x ប�ូរស�� េនសងខងៃន 0x  េនាះែខ្សេ  
 មានចំណុចរបត  ( )( )0 0,I x f x  ។ 

-េប ី ''( )f x មិនប�ូរស�� េនាះែខ្សេកងគា�នចំណុចរប   ។ 

៥.សមីករៃនបនា�ត ប់ 

 ៥.១.សមីករបនា�ត ប់៉ះេទនឹងែខ្សេកង្រតង់ចំ  

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  

 េដីម្បីរកសមីករៃនបន ា ( )T ែដលបះេទនឹង្រ( )C ្រតង់ចំណុចមានអ  

 សុីស 0x x=  េគ្រត�វ  

 េ្របីរូបមន�មីករបនា�ត់ប៉ ( ) ( )( )0 0 0: 'T y f x x x y= − +  

 គណនាេដរីេវ  ( )' 'y f x=  រួចទញរក ( )0'f x  

 គណនាអរេដេនៃនចំណុចប៉ះគ  ( )0 0y f x=  

 យកតៃម� 0 0,x y  និង ( )0'f x  ជំនួសក�ុងរូបមន�សមីករខងេល 

 ៥.២.សមីករបនា �ត់គូសេចញពីច ណំ ុចមួយប៉ះេែខ្សេក 

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  

 េដីម្បីរកសមីករៃនបន ា ( )T ែដលគូសេចញពីចំណច ( ),A AA x y េហយីប៉ះ 
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 េទនិងែខ្សេ( )C េគ្រត�វ 

 ត ( )0 0 0,M x y ជាចំណុចប៉ះរវងបន  ា( )T និងែខ្សេក( )C  

 សមីករបនា�ត់ប៉ះអច សរេសរតមរូប( ) ( )( )0 0 0: 'T y f x x x y= − +  

 េដយបនា� ( )T ែដលគូសេចញពីចំណច ( ),A AA x y េនាះកូអរេដេន 

 ចំណច A   ្រត�វេផ��ងផា�ត់នឹងសមីក ( )T  ។   េដយយកកូអរេដេន 

 ចំណច Aជំនួសក�ុងសមីករៃ( )T រួចេដះ្រសយ 0x  បនា �ប់មកយកតៃម 

 ៃន 0x  ែដលេទីប រកេឃញីេទជំនួសក�ុងសមីករ( )T េនាះេគទទួលប 

 សមីករៃនបនា�ត់ប៉ះែដល្រត�វ  

 ៥.៣.សមីករបនា�ត ់ប៉ះែខ្សេកងេហយ្រសបនឹងបនា�ត  

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  

 េដីម្បីរកសមីករៃនបន ា ( )T ប៉ះេទនិងែខ្សេ( )C េហយី្រសបេទន 

 បនា �ត( )d មានសមីក: y ax b= + េគ្រត�វ 

 ត ( )0 0 0,M x y ជាចំណុចប៉ះរវងបន  ា( )T និងែខ្សេក( )C  

 សមីករបនា�ត់ប៉ះអច សរេសរតមរូប( ) ( )( )0 0 0: 'T y f x x x y= − +  

 េដយបនា� ( ) ( )/ / :T d y ax b= +  េនាះេគបា ( )0'f x a=  

 រួចេដះ្រសយ 0x បនា �ប់មកយកតៃម�ៃ 0x ែដលបានរកេឃី ញេទជំន 

 ក�ុងសមីករៃ( )T េនាះេគទទួលបានសមីករៃនបនា�ត់ប៉ះែដល្រត  

 ៥.៤.សមីករបនា�ត ប់៉ះែខ្សេកងេហយែកងនឹងបនា�ត់  

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  
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 េដីម្បីរកសមីករៃនបន ា ( )T ប៉ះេទនិងែខ្សេ( )C េហយី្រសបេទន 

បនា �ត( )d មានសមីក: y ax b= + េគ្រត�វ 

 ត ( )0 0 0,M x y ជាចំណុចប៉ះរវងបន  ា( )T និងែខ្សេក( )C  

 សមីករបនា�ត់ប៉ះអច សរេសរតមរូប( ) ( )( )0 0 0: 'T y f x x x y= − +  

 េដយបនា� ( ) ( ) :T d y ax b⊥ = +  េនាះេគបា ( )0' 1a f x× = −  

   រួចេដះ្រសយរ 0x  បនា �ប់មកយកតៃម�ៃ 0x ែដលបានរកេឃញេទជំនួ 

   ក�ុងសមីករៃ( )T េនាះេគទទួលបានសមីករៃនបនា�ត់ប៉ះែដល្រត  

៥.៥.សមីករបនា�ត ប់៉ះរួមេទនឹងែខ្សេក  

 ឧបមាថាេគមានែខ្សេក( ) ( ):fC y f x= និង( ) ( ):gC y g x=  

 េដីម្បីរកសមីករៃនបន ា ( )T ប៉ះរមួេទនិងែខ្សេ( )fC និង( )gC េគ្រត�វ 

 ត( ) :T y ax b= +  ជាសមីករៃនបន ា�ត់ប៉ះរួមេទនិងែខ( )fC  

       និង( )gC ។ 

 សរេសរសមីករអប់សុីសៃនចំច្របសព�រវ( )T ជាមួយនឹ( )fC និង( )gC  

 កំណត់លក�ខណ� ឲ្យសមីករអប់សុីសទំងេនាះមានឬសឌុបរួច 

 រកេលខេមគុណ a  និង b ។ 

 ៥.៦.សមីករបនា� ប៉ះរមួេទនឹងែខ្សេកងពីរ្រតង់ចំណុ  

 ឧបមាថាេគមានែខ្សេក( ) ( ):fC y f x= និង( ) ( ):gC y g x=  

 ែខ្សេក( )fC និង( )gC មានបនា�ត់ប៉ះរ ( )T ្រតង ( )0 0 0,M x y លុះ្រតែ 

 ( )0 0 0( )f x g x y= =  និង ( ) ( )0 0' 'f x g x a= =  ។ 
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 សមីករបនា�ត់ប៉ះរួមេនះគ ( ) ( )0 0:T y a x x y= − +  ។ 

 ៥.៧.លក�ខណ� បនា �ត់និងែខ្សេកងប៉ះគា�្រតង  ់ចំណ 

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x= និងបនា �ត់( ) :d y xα β= +  

 ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d ប៉ះគា� ្រតង់ចំណុ  ( )0 0 0,M x y លុះ្រតែ 

 
( )
( )

0

0 0 0

'f x
f x x y

α

α β

 =


= + =
 

៦.កអូរេដេនច ណំ ុច្របស 

 ៦.១.កអូរេដេចំណុច ្របសព�រវងែខ្សេកងអ័ក្សកូអ 

       េដេ( ) :xoy  

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x=  

 េបី ( ) ( )' :C x ox∩  េនាះ ( ) 0y f x= =  

 េបី ( ) ( )' :C y oy∩  េនាះ 0x =  និង ( )0y f=  

 ៦.២.កអូរេដេនៃនចំណុច ្រសព�រវងែខ្សេនិងបនា �ត

 ឧបមាថាេគមានែខ្ស( ) ( ):C y f x= និងបនា �ត់( ) :d y xα β= +  

 េដីម្បីរកកូអរេដេនៃនចំណុច្របសព� ( )C និង( )d េគ្រត�វ 

 សរេសរសមីករអប់សុីសេដយផ�ឹមត yគឺ ( )f x xα β= +  

 េដះ្រសយសមីករខងេលីរកអx រួចទញរកអរេដ y xα β= +  

 ៦.៣.កអូរេដេនៃនច ណំ ុច្របសព�រវងែខ្សេក 

 ឧបមាថាេគមានែខ្សេក( ) ( ):fC y f x= និង( ) ( ):gC y g x=  
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 េដីម្បីរកកូអរេដេនៃនចំណុច្របសព� ( )fC និង( )gC េគ្រត�វ 

 សរេសរសមីករអប់សុីសេដយផ�ឹមត yគឺ ( ) ( )f x g x=  

 េដះ្រសយសមីករខងេលីរកអx រួចទញរកអរេដ ( )y f x=  

       ឬ ( )y g x= ។ 

៧.សំណុំចំណុចក�ុ  ងប�ង់ 

 ៧.១.និយមនយ័ 

 ឧបមាថាេគមានចំណ  M មានកូអរេដេ ( ) ( ),x u m y v m= =   

 ែដលm∈ℜជាប ា៉រែមមួយ ។ ទំនាក់ទំនងរវងកូអរេដx និង y  ែដល 

 មិនអ្រស័យនmគឺ ( ), 0x yϕ =  េហថាសមីករៃនសំណុ  M ក�ុងប�ង់។ 

 ៧.២.សំណុំចំណុចជាបនា�ត់េ    

 ឧបមាេគមានចំណុច  M មានកូអរេដេ ( ) ,x u m y β= =  ែដលm∈ℜ  

    ជាប ា៉រែម៉្រតមួយ β  ជាចំនួនពិតេថរ។េដយ្រm េគមា y β= េថរ 

 េនាះសំណុ ៃនចំណច M គឺជាបនា�ត់េ  y β= ។ 

 ៧.៣.សំណុំចំណុចជាបនា�   ត់ 

 ឧបមាថាេគមានចំណ  M មានកូអរេដេ ( ),x y v mα= =  ែដលm∈ℜ  

    ជាប ា៉រែម៉្រតមួα  ជាចំនួនពិតេថរ 

 េដយ្រគm េគមានx α= េថរេនាះសំណុំៃនចំណុ   M គឺជាបនា�ត់  

 ែដលមានសមីកx α= ។ 

 ៧.៤.សំណុំចំណុច  ជបនា �ត់េ្រ 



  េមេរៀនទ៤ី               ែខ្សេកាងអនុគមន៍សន�ទាន                  ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                            Page 16 
 

 ឧបមាថាេគមានចំណ  M មានកូអរេដេ ( ) ,x u m y β= =  ែដលm∈ℜ  

 េដយបំបាត់បា៉រ៉ែ  m េបីេគបានទំនាក់ទំន៖ 
 , 0, ,y xα β α α β= + ≠ ∈ℜ 

 េនាះេគថាសំណុំ ចំណ  M គឺជាបនា�ត់េ ្( ) :d y xα β= +  ។ 

 ៧.៥.សំណុំចំណុចជារង�  ង 

 េបីកូអរេដេនៃនចំណុ  ( ),M x y េផ��ងផា �ត់សមីក៖ 

 ( ) ( )2 2 2x y rα β− + − =  

 េនាះេគថាសំណុំៃន ចំណ  M គឺជារង�ង់ផ�ិ ( ),I α β និងកr ។ 

 ៧.៦.សំណុំចំណុចជាប   ា៉រ៉  

 េបីកូអរេដេនៃនចំណុ  ( ),M x y េផ��ងផា �ត់សមីក( ) ( )2 4x h p y k− = −  

 ឬ ( ) ( )2 4y k p x h− = −  ឬ 2 , 0, , ,y x xα β γ α α β γ= + + ≠ ∈ℜ  

 េនាះេគថាសំណុំៃន ចំណ  M គឺជាប ា៉រ៉ ។ 

 ៧.៧.សំណុំចំណុចជាេអលី   

 េបីកូអរេដេនៃនចំណុ  ( ),M x y េផ��ងផា �ត់សមីក៖ 

 ( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k
α β
− −

+ = េនាះេគថាសំណុំៃន ចំណ  M គឺជាេអលីបមួយ 

 ៧.៨.សំណុំចំណុចជាអុីែពបូ   

 េបីកូអរេដេនៃនចំណុ  ( ),M x y េផ��ងផា �តសមីក៖ 

  ( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k
α β
− −

− = ± េនាះេគថាសំណុំៃន ចំណ  M គឺជាអុីែពបូ។ 
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៨.អនគុមន៍េកន អនគុមនច៍ុះ 

 ៨.១.អនគុមន៍េកន 

     f  ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេន ា I លុះ្រត '( ) 0f x >  ្រគបx I∈  

    លក�ណះ េបី , Iα β∈  ែដល α β>  នាំ ឲ្ ( ) ( )f fα β<  ។ 

 ៨.២.អនុគមនច៍ុះ 

 f  ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេន ា I លុះ្រត '( ) 0f x <  ្រគបx I∈  

    លក�ណះ េបី , Iα β∈  ែដល α β>  នាំ ឲ្ ( ) ( )f fα β>  ។ 

៩.អតិបរមាេធៀបនិងអប្បបរមាេ 

 ៩.១.អតិបរមាេធៀ 

 អនុគមន៍ f  មានអតិបរមាេធៀប្រត 0x x= កល 0

0

'( ) 0
''( ) 0

f x
f x

=


<
 

 ( )0f x M=  ជាតៃម�អតិបរមាេធៀប 

 ៩.២.អប្បបរមាេធ 

 អនុគមន៍ f  មានអប្បបរមាេធៀប្រ 0x x= កល 0

0

'( ) 0
''( ) 0

f x
f x

=


>
 

 ( )0f x m=  ជាតៃម�អប្បបរមាេធៀ 

១០.សិក្អេថរភាពៃនអនុគមន៍មួយនិងតរងអេថ 

 ១០.១.សិក្សោទិសេដអេថរភាពៃនអនុគមន 

 ឧបមាថាេគមានអនុគម ( )y f x=  

 េដីម្បីសិក្សោទិសេដអេថរភាពៃនអនុគមន៍េនះេគ 
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 រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ 

 គណនាេដរីេវ  ' '( )y f x=   

 គូសតរងស �� ' '( )y f x=  

 ប��ក់ភាពេកីនចុះៃនអនុគមន  

១០.២.តរងអេថរ 

 ឧបមាថាេគមានអនុគម ( )y f x=  

 េដីម្បីគូសអេថរភាពៃនអនុគមន៍េនះេគ្រត 

 រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ 

 គណនាេដរីេវ  ' '( )y f x=   

 គូសតរងស �� ' '( )y f x=  

 ប��ក់តៃ ម�បរមាេធៀប(េបីមា 

 រកលីមីតចងែដនកំណត់ 

 គូសតរងអេថរ 

១១.រេបៀបសិក្សោអេថរភាពនិងសង់ែខ្សេកងតងអទូេទ 

 រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍  ៖ សំណំតៃ ម�ៃន x  ែដលអនុគមន៍ ( )y f x=   

 មានន័។ 

  ទសិេដអេថរភ ៖ 

  រកេដរេីវ ' '( )y f x=   

  សិក្សោស ��េដរី  ' '( )y f x=  
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  ប��ក់ចំណ ចបរមាេធៀប (េបីមា 

  គណនាលីមី 

  កំណត់សមីករអសុីមត 

  គូសតរងអេថរ 

  សំណង់្រកប៖ 

  រកអក្ ស័ឆ�ុ-ផ�ិតឆ�ុះ-ចំណចរបត់ (េបីមាន 

  រកកូអរេដេនចំណុច្របសព�ជាមួយអក្ស័កូអរេ   

  តរងតៃម�េលខ្រត�វគា� x  និង y  រួចគូស្រកបតំណាងអនុគ 

        ក�ុងត្រម�យអរតូនរមា៉ល ( , , )o i j
→ →

 មួយ ។ 
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ជំពកូទ�០២ 

ក្រមងលំហសិក្អនុគមន៍សនិទាននិងស ណង់ ្រក 
 

លំហាត់ទ០១ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ 1x ≠  េដយ  

( )
2 3 6

1
x xf x

x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 1
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 1x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេរវងបនា� ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
2 3'( )

( 1)
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.កំណត់សមីករបនា� ( )T ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ M  មា 

 អប់សុីស 2x =  ។ 

៥.ត I  ជា្របសព�រវងអសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រទតA  និងB   

 ជាចំណុច្រ បសព�រវងបន ( )T ជាមួយនឹងអសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ 
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 េរៀងគា�របស់ែខ្សេ ( )C  ។ គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  ,I A  និង B  រចួ 

 ្រសយប��ក់  I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក 

៦.គណនា ( 2), (0)f f−  និង (5)f  រចួសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d និង( )T  ។ 

   គណនាៃផ�្ឡា្រតីេ IABនិងៃផ� រកឡាែផ�កប�ងខ័ណ�េដយែខ្( )C  

 ជាមួយបនា� ( )d និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x =  និង 5x =  រចួេ្របៀបេធៀបៃផ�្រ 

 ទំងពីរេនះ ។ េឲ្យ ln2 0.69315≈  ។ 

លំហាត់ទ០២ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ 2x ≠  េដយ  

( )
2 5 10

2
x xf x

x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ល់ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 2
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 2x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
4'( )

( 2)
x xf x
x
−

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.កំណត់សមីករបនា� ( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ  

   M  មានអប់សុី 1x =  និង N  មានអប់សុី 3x =  េរៀងគា�  
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៥.បនា �ត( )1T  កត់អសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រ( )C ្រតង់AនិងB េហយី 

 បនា �ត( )2T  កត់អសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រ( )C ្រតង់CនិងD។ 

 ចូរគណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  , , ,A B C D  រចួ្រសយថាចតុABCD   

 ជា្របេលឡូ្រកម ។ គណនាៃផ�្រកឡាៃន្រABCD  ។ 

៦.យក  I   ជាផ�ិតៃន្របេលឡូ្ABCD  ។ ចូរ្រស I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C  ។ 

៧.គណន ( 2)f −  និង (6)f  រចួសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( ) ( ) ( )1 2, ,d T T ។ 

លំហាត់ទ០៣ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់ចំេពះ្រគប់ព 3x ≠ េដយ ( )
2 5 10

3
x xf x

x
− +

=
−

   

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 3
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 3x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់មីករៃ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 3x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
6 5'( )

( 3)
x xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.េគឲ្យ្រគ�សរបនា ( ) : 5y mx m∆ = + +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
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 ក)កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុច នឹងA  របស់្រគ�សរៃនបន ា( )∆  ។ 

 ខ)បង �ញថាមានបនា�ត ( )'∆  និង ( )''∆  ៃន្រគ�សរបន ា( )∆  ែដលប៉ះេទ 

 នឹងែខ្សេក( )C  ។ សរេសរសមីក( )'∆  និង ( )''∆ រចួគណនាកូអរេដេន 

 ចំណុចប៉ះ M  និង N  រវងបនា� ( )'∆  និង ( )''∆ ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

 (េគដឹងថា( )''∆  ជាបនា�ត់្រសបនឹងអ័ក្ សអប់សុ 

 គ)បនា �ត( )'∆  និង ( )''∆ ្របសព�បនា� ( )d  ្រតង់ចំណុច B  និង C  េរៀងគា�  

 គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ B  និង C។ 

 ឃ)តង I  ជាចំេណាលែកងA  េលី BC។ គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  I   

      រចួ្រសយ I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។គណនាៃផ�្រ ABC∆  ។ 

៥.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( ) ( ), 'd ∆ និង( )''∆ ក�ុងត្រម�យែតមួយ ។ 

   គណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប�ង់ខ័ណ�េដយែខ ( )C  ជាមួយបនា�ត់ប៉ ( )'∆ និង 

 បនា �ត់ឈរពីរ 1x = −  និង 2x =   ។ 

លំហាត់ទ០៤ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ព
1
2

x ≠  េដយ ( )
22 7 5
2 1

x xf x
x
− +

=
−

 

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 2 1
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 1
2

x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 
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 អសុីមតូតឈរៃន្រក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
1
2

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
( )

2

2
4 4 3'( )

2 1
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរសរេសរសមីករបនា� ( )1T  និង( )2T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  េរៀងគា�្រត  

 ចំណុចM  និង N  មានអប់សុី 0x =  និង 1x =  រចួ្រសយប��ក  

 បនា �ត( )1T និង( )2T  ្រសបគា�  

៥.តA  និងB  ជាចំណុច្រ បសព�រវងបន ( )d  ជាមួយបនា�  ( )1T  និង( )2T  

    េរៀងគា� ។ យក  I  ជាចំណុចក ណ ា�លៃនអង� AB   ។ 

 ក.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  ,A B  និង I  រចួ្រសយថាចតុAMBN   

 ជា្របេលឡូ្រក 

 ខ.ចូរ្រសយប��ក  I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៦.គណន ( )1f −  និង ( )2f  រចួសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( ) ( )1,d T  និង( )2T ។ 

លំហាត់ទ០៥ 

េគឲ្យអនុគមន f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ
3
2

x ≠  េដយ  

( )
22 11 14

2 3
x xf x

x
− +

=
−

 ត( )C ជា្រក f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 
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១.ចូរកំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 2 3
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 3
2

x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
3
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 4d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេព្រគប់ចំនួនពិត
3
2

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់  2
(2 1)(2 5)'( )

(2 3)
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំ   3 5,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៥.តមចណុច I  េគគូសបនា �ត( )∆  មានេមគុណ្របាប់ 5a =  ។ 

 ក)រកកូអរេដេនចំណុ A  និង B  ជា្របសព�រវងបន ( )∆ និង្រក( )C ។ 

 ខ)សរេសរសមីករបនា� ( )1T  និង ( )2T  ប៉ះនឹង្រក( )C  ្រតងA  និង B  ។ 

        ទញប� �ក់ថាបន ា( )1T  និង ( )2T ្រសបគា  

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( ) ( ) ( )1, ,d T∆ និង ( )2T ក�ុងត្រម�យរួមគ  ។ 

៧.េដយេ្របីែខ្ស( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពៃនប�សរបស់ករ  

 
22 11 14 3

2 3
x x x m

x
− +

= − +
−

  ែដល m   ជាបា៉រ៉ែម៉្   
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លំហាត់ទ០៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
4
3

x ≠  េដយ  

( )
23 4 3
3 4

x xf x
x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
4
3

x ≠  ចូរ្រសយប��ក់  ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

 ។ 

  គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
4
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប�� ក់សមីករៃនអសុីមតូត 

 ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) :d y x=  ជាសមីករអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ 

  ( )C  កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C   

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
4
3

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់  2
(3 1)(3 7)'( )

(3 4)
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   4 4,
3 3

I  
 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៥.េគពិនិត្យបនា�  ( ) : 6m y mx∆ = +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
 ក.ចូរបង �ញថា្រm∈បនា �ត( )m∆ នីមួយៗសុទ�ែតកត់តមណុចនឹងA   

    មួយែដលេគនឹងប�� ក់កូអរេដេន  
 ខ.កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួកំណត់សមីក 
    ៃនបនា �ត់ប៉ះទំងេន 
៦.គណន ( 1)f −  និង (3)f  រចួសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d ្រពមទំងបន ា 

 ប៉ះទំងអស់េទនឹងែខ្ស( )C ែដលគូសេចញពីចំណុច A  ។ 
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លំហាត់ទ០៦ 

េគឲ្យអនុគន៍  f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
4
3

x ≠  េដយ  

( )
23 4 3
3 4

x xf x
x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប់ចំនួនព 4
3

x ≠  ចូរ្រសយប��ក់  ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

 ។ 

  គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
4
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

 ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) :d y x=  ជាសមីករអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ 

 ( )C  កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
4
3

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់  2
(3 1)(3 7)'( )

(3 4)
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   4 4,
3 3

I  
 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៥.េគពិនិត្យបនា�  ( ) : 6m y mx∆ = +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
 ក.ចូរបង �ញថា្រm∈បនា �ត( )m∆ នីមួយៗសុទ�ែតកត់តមចំណុចន A   

    មួយែដលេគនឹងប�� ក់កូអរេដេន  
 ខ.កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួកំណត់សមីក 
    ៃនបនា �ត់ប៉ះទំងេន 
៦.គណន ( 1)f −  និង (3)f  រចួសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d ្រពមទំងបន ា 

 ប៉ះទំងអស់េទនឹងែខ្ស( )C ែដលគូសេចញពីចំណុច A  ។ 
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លំហាត់ទ០៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
1
2

x ≠  េដយ  

( )
2( 2)

2 1
xf x
x
−

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
1
2

x ≠  ចូរ្រសយប��ក់  ( ) 7 9
2 4 4(2 1)
xf x

x
= − +

−
  

  គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

 ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) 7:
2 4
xd y = −  ជាសមីករអសុីមតូតេ្រទតៃ 

  ( )C  កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C   

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
1
2

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
( )2

2( 1)( 2)'( )
2 1

x xf x
x
+ −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រយប�� ក់ថាចំណុច  1 3,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៥.េគមានបីចំណុ  ,A BនិងM  ស�ិតេនេលីែខ្សេក( )C  មានអប់សុីសេរៀងគ  

    0, 1a bx x= =  និង 4mx = −  ។ 

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  ,A B  និងM  ។ 

 ខ)សរេសរសមីករបនា� ( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេកង្រតង់ ច 

    A  និង B  េរៀងគា� ។ បង  �ញថា បន( )1T និង ( )2T  ្រសបគា  
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 គ)កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុច  ( )N C∈  េដយដឹងថាចតុេកAMBN   

     ជា្របេលឡូ្រក 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d ្រពមទំងបន ា�ត់( )1T និង ( )2T  ។ 

លំហាត់ទ០៨ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) = − +
−
11

3
f x x

x
   ែដល  ≠ 3x  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
→3

lim
x

f x  រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រប( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) = −: 1d y x  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ ≠ 3x   ចូរ្រសយប��ក់  − −
=

− 2
( 2)( 4)'( )

( 3)
x xf x

x
 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.កំណត់សមីករបនា� ( )T ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ A  មា 

 អប់សុីស =
5
2

x  ។ 

៥.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )3,2I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 
៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d និង( )T ក�ុងត្រម�យរួមគា  

   គណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប�ង់ខ័ណ�េដយែខ ( )C និងបនា �ត់ប៉( )T និងបនា �ត 

    ឈរពីរ = 0x  និង =
5
2

x  ។ 
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លំហាត់ទ០៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 3 2

2
x xf x

x
− + +

=
−

   ែដល  2x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 2x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក( )C  ។ 
២.្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 1d y x= − +  ជអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C ។  
 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
( 2) 4'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

 ។ 

 បង �ញថ f  ជាអនុគមន៍ចុះរួចគូសតរងអេថរភាពៃនអនុ f  ។ 

៤.ក)រកសមីករបនា� ( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C េរៀងគា�្រត  

 ចំណុចM  និង N  មានអប់សុីសេរៀងគ  0Mx =  និង 4Nx =   ។ 

 ខ)េ្រកពីចំណ M និងN ចូរបង �ញថាមានបួនចំណុចេ ស�ិតេនេលី្រ 

 ( )C មានកូអរេដេនជាចំនួនគ ត់រឺឡាទីហ�ែដល្រត�វក 

 រក្របេភទៃនចតុេកណែដលបេង�ីតេដយបួនចំណុចេន  

៥.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d រចួគណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប�ង់ខ័ណ�េដ  

 េក( )C និងបនា �ត( )d និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x = −  និង 1x =  ។ 
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លំហាត់ទ១០ 

េគឲ្យអនុមន៍  f  កំណត់េដយ ( )
2 3 2

1
x xf x

x
− −

=
−

   ែដល  1x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 1x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 42
1

f x x
x

= − −
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតេ្រទតៃនែខ្សេក( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
( 1) 4'( )

( 1)
xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 បង �ញថ f  ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�រួចគូសតរងអេថរភាពៃនអន f  ។ 

៤.េគគូសូបនា �ត( ) : 2 2y x∆ = +   កត់ែខ្សេ( )C ្រតង់ពីចំណុ AនិងB។ 

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ AនិងB  ។ 

 ខ)រកចំណុចទំងអស់ស�ិតេនេលីែខ្ស( )C ែដលបនា �ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចទ  

     េនាះ្រសបេទនឹងបនា ( )∆  ។ 

៥.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )1, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d រចួគណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប�ង់ខ័ណ�េដ  

 េក( )C និងបនា �ត( )d និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x =  និង 5x =  ។ 
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លំហាត់ទ១១ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 5 4

2
x xf x

x
− +

=
−

   ែដល  2x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 2x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 23
2

f x x
x

= − −
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់មីករៃនអសុីមតូត 

    ៃន្រក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
( 2) 2'( )

( 2)
xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 បង �ញថ f  ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�រួចគូសតរងអេថរភាពៃនអន f  ។ 

៤.ែខ្សេក( )C កត់អ័ក្សអប់សុ( )ox  ្រតង់ពីរចំណុ AនិងB។ 

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ AនិងB  (េគដឹងថា A Bx x<  )។ 

 ខ)សរេសរសមីករបនា� ( )1T និង( )2T ប៉ះេទនឹងែខ្សេក( )C េរៀងគា�្រត  

 ចំណុចAនិងB រចួគណនាកូអរេដេនៃនចំណ Sជា្របសព�រ( )1T និង( )2T  

៥.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( ) ( ) ( )1 2, ,d T T រចួគណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប 

 ខ័ណ� េដយែខ្សេ( )C និងបនា �ត( )1T និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x = −  និង 1x =   
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លំហាត់ទ១២ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
23 2

2
x xf x

x
+ −

=
−

   ែដល  2x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 2x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) :d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
( 2) 3'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

 ។ 

 បង �ញថ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�រួចគូសតរងអេថរភាពៃនអន f  ។ 

៤.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C រចួសង់ែខ្សេក( )C ។ 

៥.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 4m y mx m∆ = + +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)ចូរបង �ញថាបន ា( )m∆ កត់តមចំណុចន M មួយ្រគប់តៃមm។ 

 ខ)កំណត់តៃម�m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួកំណត់សមីក 

     ៃនបនា �ត់ប៉ះទំងេនាះនិងសង់វក�ុងត្រម�យរួមគា�ជាមួ ( )C ។ 

 គ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់ែខ្សេ( )C ែតមួយចំណុចគត់រចួ 

        សង់បនា �ត( )m∆  ចំេពះតៃម�m  ែដលេទីបរកេឃញី។ 
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 ឃ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់្រ( )C បានពីរចំណុចេផ្សង   

 A  និង B  រចួសរេសរទំនាក់ទំនងមិនអ្រស័យនm  រវងអប់សុ 'x និង ''x   

 ៃនចំណុចA  និងB  ។  

លំហាត់ទ១៣ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
3

cf x ax b
x

= + +
−

  ែដល  3x ≠  េហយី 

, ,a b c∈  និង 0c ≠  ។ 
១.កំណត់េលខេមគុណ , ,a b c  េដយដឹងថាែខ្ស( )C ត f  ក�ុងត្រម� 

 អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 កត់តមបីចំណ  ( ) ( ) ( )0, 2 , 4 , 2 , 6,2A B C− − ។  

២.ចំេពះតៃម�េលខេមគុ , ,a b c េទីបរកេឃញីខងេលីចូរសិក្សោអេថរភា 
 សង់្រក( )C  ។ 
៣.េគពិនិត្យ្រគ�សរបនា ( ) : 6m y mx∆ = −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
 ក)ចូរបង �ញថាបន ា( )m∆ នីមួយៗកត់តមចំណុចន M ែដលេគនិងប�� ក់ 

    កូអរេដេនរបស់វ 
 ខ)េតីេគ្រត�វឲm  មានតៃម�ប៉ុន ា�នេទីបបន ា( )m∆ ្របសព�ែខ្សេ( )C  
 ខងេលីែតមួយចំណុចគត់រួចសង់បនា�  ( )m∆ ចំេពះតៃមm េទីបរកេឃញី។ 

 គ)កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ( )m∆ ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C រចួរកនិងសង់នូវ 
 បនា �ត់ប៉ះទំងេនាះក�ុងត្រម�យរួ មគា�ជាមួយ( )C ។ 
 ឃ)ចូររកលក�ខណ� ស្រមាm េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

      បានពីរចំណុចេផ្សងគ  P  និង Q  ។ 
 ង)កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ្យអប់ស 1x និង 2x  ៃនចំណុចP និងQ  េផ��ងផា �ត 
     ទំនាក់ទំនង 2 2

1 2 12x x+ =   ។ 
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លំហាត់ទ១៤ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 4 1

1
x xf x

x
− −

=
−

  ែដល  1x ≠   ។ 

១.ចូរសិក្សោអេថរភាពៃនអនុគ f រចួគូស្រក( )C តងអនុគមន f ក�ុងត្រម� 

   អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 ។ 

២.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 5m y mx m∆ = −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉្   

 ចូរបង �ញថាេទះm  ែ្រប្រប�លតៃម�យា៉ ងណាក៏េដយ ( )m∆  នីមយួៗ 

 សុទ�ែតកត់តមចំណុចន K មួយជានិច�ែដលេគនឹងប� ក់កូអរេដេន  

៣.កំណត់តៃម�mតងេដ 0m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 ែតមួយចំណុចគត់ រចួសង់បនា �ត( )m∆ ចំេពះ 0m m=  ។ 

៤.ចំេព 0m m≠  ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 បានពីរចំណុចេផ្សងគ  M  និង N  ជានិច� 

៥.ចូរ្រសយប��ក បនា �ត់ែដលភា� ប់ពីចំណ M  និង N េទចំណុច  ( )0,1A   

 ជាបនា�ត់ពីរែកងនឹងគា�ជានិច�្រគប់   0m m≠  ។ 

លំហាត់ទ១៥ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 5 4

3
x xf x

x
− +

=
−

  ែដល  3x ≠   ។ 

១.ចូរសិក្សោអេថរភាពៃនអនុគ f រចួគូស្រក( )C តងអនុគមន f ក�ុងត្រម� 

   អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 ។ 

២.េគពិនិត្បនា �ត់( ) : 5 1m y mx m∆ = − +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉្   
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 ចូរបង �ញថាេទះm  ែ្រប្រប�លតៃម�យា៉ ងណាក៏េដយ ( )m∆  នីមយួៗ 

 សុទ�ែតកត់តមចំណុចន K មួយជានច�ែដលេគនឹងប�� ក់កូអរេដេន  

៣.កំណត់តៃម�mតងេដ 0m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 ែតមួយចំណុចគត់ រចួសង់បនា �ត( )m∆ ចំេពះ 0m m=  ។ 

៤.ចំេព 0m m≠  ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 បានពីរចំណុចេផ្សងគ  M  និង N  ជានិច� 

៥.សរេសរទំនាក់ទំនងគា m រវ 1x និង 2x ជាអប់សុីសៃនចំណ M  និង N ។ 

៦.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា�ត់ែដលភា�ប់ពី  M  និង N េទចំណុច  ( )2,2A   

 ជាបនា�ត់ពីរែកងនឹងគា�ជានិច�្រគប់   0m m≠  ។ 

លំហាត់ទ១៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
4 2

6
xf x

x x
−

=
− −

  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនុគមន f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
2

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→

រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្  ( ) ( )2

2 2

2 2 2 13
: '

( 6)f

x x
x D f x

x x
− +

∈ = −
− −

 ។ 

 ខ)បង �ញថ ( )22 12 2 13 2 1 25
2

x x x − + = − +   រចួទញ f ជាអនុគមន 
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     ចុះជានិច�េលីែដនកំណតរបស់វ។ គូសតរងអេថរភា f  ។ 

៤.េគគូសបនា �ត( ) 1:
2

d y x= − +  កត់ែខ្សេ( )C ្រតង់បីចំណុ  ,A Bនិង I  ។ 

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  ,A B  និង I  ែដល I  េនចេនា A  និង B  ។ 

 ខ)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រ( )C ។ 

 គ)ចូរ្រសយថា បនប៉ះែខ្សេក( )C ្រតង់ចំណុ A និងBជាបនា�ត់្រសប   

៥.សង់ែខ្សេក( )C រចួគណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ័ណ� ( )C និងអ័ក្ស( )ox   

 និងបនា �ត់ឈរពីរ 1x = −  និង 2x =  ។ 

លំហាត់ទ១៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
3 9

6 5
xf x

x x
−

=
− +

  ។  

េគតង( )C  ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →

និង ( )
5

lim
x

f x
→

រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអមតូតឈរៃន្រក( )C ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្  ( )
( )

2

22

3 ( 3) 4
: '

6 5
f

x
x D f x

x x

 − + ∈ = −
− +

 ។ 

 ខ)បង �ញ f ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េ fD គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគពិនិត្យបនា� ( ) : 3md y mx m= − ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)កលm  ផា�ស់ប�ូរតៃម�ចូរបង  �ញថា បន( )md នីមួយៗកត់តមចំណ  
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 នឹង I  មួយែដលេគ្រត�វប� �ក់កូអរេដេន ។ េផ��ង ត់ថ ( )I C∈   ។ 

 ខ)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រ( )C ។ 

 គ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C ។ 

 ឃ)េ្រកពីចំណ  I ចូរកំណត់m េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ្របសព�នឹងែខ្សេ( )C   

 បានពីរចំណុចេផ្សងេទៀតតងេ A  និង B  ។ 

ង)កំណត់m  េដីម្បីឲ្យអប់ស 1x  និង 2x  ៃនចំណុចA  និងB   េផ��ងផា �ត់ទំនា 

 ទំនង 2 2
1 1 2 2 12x x x x− + =   ។ 

៥.ក)សរេសរសមីករបន ត់( )T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ 2x =  ។ 

 ខ)ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត់ប៉( )T រចួគណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ  

 េដយែខ្សេ( )C និងបនា �ត់( )T  និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x =  និង 4x =  ។ 

លំហាត់ទ១៨ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
3 3

2 3
xf x

x x
−

=
− −

  ។  

េគតង( )C  ជាែខេកងតងអនុគម f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→

រចួទញប� ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង �ញថ ( )
( )

( )

2

22

3 1 4
'

2 3

x
f x

x x

 − + = −
− −

  ។ 
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 ខ.បង �ញ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េ fD រចួគូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគឲ្យពីរចំណុច  ( )3, 1A − −  និង ( )5,1B  ។ 

 ក)ចូរបង �ញថ ( )A C∈  និង ( )B C∈  ។ 

 ខ)យក Iជាចំណុចក ណ ា�ល AB  ។ចូរ្រស Iជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រ( )C ។ 

 គ)ចូរបង �ញថាបន ា�ត់ប៉ះេទនឹងែខ( )C ្រតង់ចំណុ A  និង B  ជាបនា�  

  ្រសបគ រចួសរេសរសមីករបនា�ត់ប៉ះទំងេ  

៥.តM  ជាចំណុច្រ បសព�រវងែខ្( )C ជាមួយអ័ក( )oy និងN ជាចំណុ  

 ឆ�ុះគា�ៃនចំណុច  M  េធៀបនឹងចំណុច I  ។ ចូរ្រសយថាចតុAMBN  

 ជា្របេលឡូ្រក 

៦.ចូរសង់្រក( )C និងបនា �ត់ប៉( )C ្រតង់ចំណុ A  និង B  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

លំហាត់ទ១៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) − −
=

− −

2

2
2 9
4 5

x xf x
x x

  ។  

េគតង( )C  ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
→5

lim
x

f x រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង ញថា ( )
( ) − + = −
− −

2

2 2

2 2 9
'

( 4 5)

x
f x

x x
  ។ 
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   ខ.បង �ញ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េ fD រចួគូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   ( )2,1I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៥.សរេសរសមីករបនា� ( )T ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C ្រតង់ចំណុ  I រចួសង់បនា �ត( )T  

   និងែខ្សេក( )C  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

៦.េដយេ្របីែខ្សេ( )C  ចូរពិភាក្សោតមmនូវអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប 

េធៀបនិងចំនួនពិតពីរ α = −1 និង β = 5 ៃនសមីកខងេ្រ ៖ 

    − − − − + =2( 1) 2(2 1) 5 9 0m x m x m   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

លំហាត់ទ២០ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) − +
=

− +

2

2
2 5 5

4 3
x xf x

x x
  ។  

េគតង( )C  ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
→±∞ →1
lim , lim
x x

f x f x និង ( )
→3

lim
x

f x រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្ប់ fx D∈  បង �ញថ ( ) − −
= −

− +

2

2 2
3 2 5'

( 4 3)
x xf x

x x
  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគឲ្យចំណុច  ( )−2, 3A  ។ចូរ្រស ( )∈A C  រចួសរេសរសមីករបនា� ( )T  

   ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច A   ។ 
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៥.េ្រកពីចំណ Aបនា �ត( )T ្របសព�ែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ B េផ្សងេទៀត 
 ក.គណនកូអរេដេនៃនចំណុ B។ 
 ខ.សរេសរសមីករបនា� ( )'T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ B។ 
៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C  និងបនា �ត់ប៉ះ( )T  និង( )'T  ក�ុងត្រម�យរួមគា  
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ជំពកូទ�០៣ 

ែផ�កដំេណះ្រ 
 

លំហាត់ទ០១ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ 1x ≠  េដយ  

( )
2 3 6

1
x xf x

x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំននួពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 1
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 1x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 រចួទញប�� ក់សមីករៃ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   
 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
2 3'( )

( 1)
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 
៤.កំណត់សមីករបនា� ( )T ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេក( )C ្រតង់ចំណុ M  មា 
 អប់សុីស 2x =  ។ 
៥.ត I  ជា្របសព�រវងអសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រទតA  និងB   
 ជាចំណុច្រ បសព�រវងបន ( )T ជាមួយនឹងអសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ 
 េរៀងគា�របស់ែខ្សេ  ( )C  ។ គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  ,I A  និង B  រចួ 
 ្រសយប��ក់  I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក 
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៦.គណនា ( 2), (0)f f−  និង (5)f  រចួសង់ែខ្សេក ( )C និងបនា �ត( )d និង( )T  ។ 

   គណនាៃផ�្រកឡា្រត IABនិងៃផ�្រកឡាែផ�កប�ងខ័ណ�េដយែខ្( )C  

 ជាមួយបនា� ( )d និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x =  និង 5x =  រចួេ្របៀបេធៀបៃផ�្រ 

 ទំងពីរេនះ ។ េគឲ្ ln2 0.69315≈  ។ 

ដំេណាះ្រ  

១.កំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )
2 3 6 1

1
x xf x

x
− +

=
−

  និង   ( ) ( )2
1

pf x mx n
x

= + +
−

  

ផ�ឹម ( ) ( )1 & 2  េគបាន
2 3 6

1 1
x x pmx n

x x
− +

= + +
− −

  

ត្រម�វភាគែបងរួមរួចលេចលេគបា 2 3 6 ( 1)( )x x x mx n p− + = − + +  
សមមូល  2 23 6 ( ) ( )x x mx n m x p n− + = + − + −   

េគទញបា
1

3
6

m
n m
p n

=
 − = −
 − =

  សមមូល  1 , 2 , 4m n p= = − =  ។ 

ដូចេនះ  1 , 2 , 4m n p= = − =  ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 ៖ 

ចំេពះ 1 , 2 , 4m n p= = − =  េគបាន ( ) 42
1

f x x
x

= − +
−

  

េយងីបាន ( ) 4lim lim 2
1x x

f x x
x→∞ →∞

 = − + − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 4lim lim 2
1x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − + = −∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 4lim lim 2
1x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − + = +∞ − 
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ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
1 1

4lim lim 2
1x x

f x x
x→ →

 = − + − 
  

.េបី 1x −→  េនាះ ( )
1 1

4lim lim 2
1x x

f x x
x− −→ →

 = − + = −∞ − 
 េ្រព

1

4lim
1x x−→
= −∞

−
  

.េបី 1x +→  េនាះ ( )
1 1

4lim lim 2
1x x

f x x
x+ +→ →

 = − + = +∞ − 
 េ្រព

1

4lim
1x x+→
= +∞

−
  

ដូចេនះ  ( )
1

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 

ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន ( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
1

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបនា�ត់មានសម  1x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប�� ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 4: ( ) 2
1

C f x x
x

= − +
−

  និង ( ) : 2d y x= −   

េគបាន ( )4 4( ) 2 2
1 1

f x y x x
x x

 − = − + − − = − − 
  

េដយ ( ) 4lim lim 0
1x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =  −
  េនាះបនា�  ( )d មានសមីក 2y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេ( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 4
1

f x y
x

− =
−

  មានស� �ដូច 1x −   ។ 

.េបី 1 0x − >  សមមូល  1x >  ឬ ( )1,x ∈ +∞  េគបាន ( ) 4 0
1

f x y
x

− = >
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ ( )1,x ∈ +∞  ។ 
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.េបី 1 0x − >  សមមូល  1x >  ឬ ( )1,x ∈ +∞  េគបាន ( ) 4 0
1

f x y
x

− = >
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ ( )1,x ∈ +∞  ។ 

.េបី 1 0x − <  សមមូល  1x <  ឬ ( ),1x ∈ −∞  េគបាន ( ) 4 0
1

f x y
x

− = <
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព ( ),1x ∈ −∞  ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ្រសយប�� ក់
2

2
2 3'( )

( 1)
x xf x

x
− −

=
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 42
1

f x x
x

= − +
−

 ជអនុគមន៍មានេដរីេវេលី  {1}−  ។ 

េយងីបាន 2 2
4( 1)' 4'( ) ( 2)' 1
( 1) ( 1)

xf x x
x x

−
= − − = −

− −
  

                      
2 2 2

2 2 2
( 1) 4 2 1 4 2 3

( 1) ( 1) ( 1)
x x x x x

x x x
− − − + − − −

= = =
− − −

  

ដូចេនះ 
2

2
2 3'( )

( 1)
x xf x

x
− −

=
−

  ្រគប់ 1x ≠   ។ 

គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន
2

2
2 3'( )

( 1)
x xf x

x
− −

=
−

  ្រគប់ 1x ≠    

េដយ( )21 0x − >  ្រគប់ 1x ≠  េនាះ ( )'f x  មានស� �ដូ 2 2 3x x− −  ។ 

េបី '( ) 0f x =  េគបាន 2 2 3 0x x− − =  សមមូល  1 21 , 3cx x
a

= − = − =  ។ 

ចំេពះ 1x = −  េនាះ ( ) 41 1 2 5
1 1

f − = − − + = −
− −

 ។ 

ចំេពះ 3x =  េនាះ ( ) 43 3 2 3
3 1

f = − + =
−

 ។ 
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តរងអេថរភា  

 

 

 

 

 

៤.កំណត់សមីករបនា� ( )T ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង M មនអាប់សុី 2x =   

 តមររូបមន�( ) ( )0 0 0: '( )( )T y f x x x f x= − +   

 េដយ 0 2x =   េនាះ( ) ( ) ( ): '(2) 2 2T y f x f= − +   

 េគមាន ( ) ( )
( )

2

2

2 2 2 3
'( ) 3

2 1
f x

− −
= = −

−
  និង ( ) 42 2 2 4

2 1
f = − + =

−
  

 េគបាន( ) ( ): 3 2 4 3 6 4 3 10T y x x x= − − + = − + + = − +   

 ដូចេនះ ( ): 3 10T y x= − +   ។ 

៥.គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  ,I A  និង B  ៖ 

 េគមានបនា�ត់ប៉ះ ( ) : 3 10T y x= − +   

 អសុីមតូតេ្រទ( ) : 2d y x= −   និងអសុីមតូតឈរ( ) : 1x∆ =  ។ 

 េដយ ( ) ( ){ }I d= ∩ ∆   េនាះ
1

2 1 2 1
I

I I

x
y x

=


= − = − = −
  

 េហយី  ( ) ( ){ }A d T= ∩  េនាះ
2

3 10
A A

A A

y x
y x

= −


= − +
  

x

'( )f x

( )f x

−∞ 1− 1 3

0 0

+∞

− − ++
5−

3−∞ −∞

+∞ +∞
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 េគបានសមីករអប់សុ 2 3 10A Ax x− = − +   េនាះេគទញ 3Ax =   

 និង 3 2 1Ay = − =   ។ 

 ចុងេ្រក ( ) ( ){ }B T= ∩ ∆   េនាះ
1

3 10 3 10 7
B

B B

x
y x

=


= − + = − + =
  

 ដូចេនះ  ( ) ( )1, 1 , 3,1I A−  និង ( )1 , 7B   ។ 

 ្រសយប�� ក់ I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ( ) :C   

 តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )1, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   

 លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0{1} : 2 2x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 1, 1a b= = −  ។ 

 េគមាន ( ) 42
1

f x x
x

= − +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

42
1

f x x
x

= − +
−

  

 និង ( )0 0 0
0 0

4 42 2 2
2 1 1

f x x x
x x

− = − − + = − −
− − −

 ។ 

 េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

4 4(2 ) 2 2
1 1

f x f x x x
x x

− + = − − + − + = −
− −

 ពិត 

 ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )1, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៦.គណនា ( 3), (0)f f−  និង (5)f  រួចសងែ់ខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d និង( )T  ៖ 

 េគមាន ( ) 42
1

f x x
x

= − +
−

  ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠  ។ 

 េយងីបាន 4( 3) 3 2 6
3 1

f − = − − + = −
− −

  

                 4(0) 0 2 6
0 1

f = − + = −
−

  និង ( ) 45 5 2 4
5 1

f = − + =
−

 ។ 

 ដូចេនះ  ( ) ( ) ( )3 6 , 0 6 , 5 4f f f− = − = − =   ។ 
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 គណនាៃផ�្រកឡា្រត IAB  និងៃផ�្រកឡាែក��ងខ់័ណ� េដយែខ្សេ( )C  

 ជាមួយបនា�  ( )d និងបនា�ត់ឈរពីរ  2x =  និង 5x =  ៖  

 តងH  ជាចំេណាលែកងៃនចំណ A  េលី្រជ� IB   េនាះេយីងបានៃផ�្ 

 ៃន្រតីេក IAB  កំណត់េដយ 1
2IABS AH IB= ×    

2 3 4 5 6 7 8 9 10-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

6

7

8

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0 1

1

x

y










M

A

B

I

S

( ) : 3 10T y x= − +1x =

( ) : 2d y x= −

( )
2 3 6:

1
x xC y

x
− +

=
−

H

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េដយេគមាន 2 , 8AH IB= =  េនាះ ( )( )1 2 8 8
2IABS = =  ឯកតៃផ�្រក 

ដូចេនះ  8IABS =  ឯកតៃផ�្រក 

ម្យោ៉ងេទៀតេយីងត CS  ជាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ័ណ�េដយែខ  ( )C  អសុី 

តូតេ្រទត( ) : 2d y x= −   និងបនា �ត់ឈរ 2 , 5x x= =  េនាះេយីងបាន 

( ) ( )
5 5

2 2

42 2
1CS f x y dx x x dx

x
   = − = − + − −    −  

∫ ∫   

( )
5 5

5

2
2 2

4 ( 1)'4 4 ln 1 4 ln4 ln1
1 1C

xS dx dx x
x x

−  = = = − = − − −∫ ∫   

ដូចេនះ  4 ln4 8ln2 8 0.69315 5.5452CS = = ≈ × =  ឯកតៃផ�្រក 

េ្រ�ៀបេធៀបៃផ�្រកឡាទាំ៖ 

 េគមាន 8IABS =  ឯកតៃផ�្រកឡា 4 ln4 5.5452CS = =  ឯកតៃផ�្រក 

ដូចេនះ  IAB CS S>   ។ 

 

www.mathtoday.wordpress.com 
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លំហាត់ទ០២ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ 2x ≠  េដយ  

( )
2 5 10

2
x xf x

x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំននួពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 2
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 2x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
4'( )

( 2)
x xf x
x
−

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.កំណត់សមីករបនា� ( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ  

   M  មានអប់សុី 1x =  និង N  មានអប់សុី 3x =  េរៀងគា�  

៥.បនា ត់( )1T  កត់អសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រ( )C ្រតង AនិងB េហយី 

 បនា �ត( )2T  កត់អសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រ( )C ្រតង CនិងD។ 

 ចូរគណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  , , ,A B C D  រចួ្រសយថាចតុABCD   

 ជា្របេលឡូ្រកម ។ គណនាៃផ�្រកឡាៃន្រABCD  ។ 

៦.យក  I   ជាផ�ិតៃន្របេលឡូ្ABCD  ។ ចូរ្រស I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C  ។ 

៧.គណន ( 2)f −  និង (6)f  រចួសង់ែខ្សេក ( )C នងិបនា �ត( ) ( ) ( )1 2, ,d T T ។ 
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ដំេណាះ្រ  

១.កំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )
2 5 10 1

2
x xf x

x
− +

=
−

   និង   ( ) ( )2
2

pf x mx n
x

= + +
−

  

ផ�ឹម ( ) ( )1 & 2  េគបាន
2 5 10

2 2
x x pmx n

x x
− +

= + +
− −

  

ត្រម�វភាគែបងរួមរួចលុបេចលេគ 2 5 10 ( 2)( )x x x mx n p− + = − + +  
សមមូល  2 25 10 ( 2 ) ( 2 )x x mx n m x p n− + = + − + −   

េគទញបា
1
2 5
2 10

m
n m
p n

=
 − = −
 − =

  សមមូល  1 , 3 , 4m n p= = − =  ។ 

ដូចេនះ  1 , 3 , 4m n p= = − =  ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 ៖ 

ចំេពះ 1 , 3 , 4m n p= = − =  េគបាន ( ) 43
2

f x x
x

= − +
−

  

េយងីបាន ( ) 4lim lim 3
2x x

f x x
x→∞ →∞

 = − + − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 4lim lim 3
2x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − + = −∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 4lim lim 3
2x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − + = +∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
2 1

4lim lim 3
2x x

f x x
x→ →

 = − + − 
  

.េបី 2x −→  េនាះ ( )
2 2

4lim lim 3
2x x

f x x
x− −→ →

 = − + = −∞ − 
 េ្រព

2

4lim
2x x−→
= −∞

−
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.េបី 2x +→  េនាះ ( )
2 2

4lim lim 3
2x x

f x x
x+ +→ →

 = − + = +∞ − 
 េ្រព

2

4lim
2x x+→
= +∞

−
  

ដូចេនះ  ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 

ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន ( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបនា�ត់មានសម  2x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប�� ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 4: ( ) 3
2

C f x x
x

= − +
−

  និង ( ) : 3d y x= −   

េគបាន ( )4 4( ) 3 3
2 2

f x y x x
x x

 − = − + − − = − − 
  

េដយ ( ) 4lim lim 0
2x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =  −
  េនាះបនា�  ( )d មានសមីក 3y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីងេធៀបរវងបនា� ( )d និងែខ្សេ( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 4
2

f x y
x

− =
−

  មានស� �ដូច 2x −   ។ 

.េបី 2 0x − >  សមមូល  2x >  ឬ ( )2,x ∈ +∞  េគបាន ( ) 4 0
2

f x y
x

− = >
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ ( )2,x ∈ +∞  ។ 

.េបី 2 0x − <  សមមូល  2x <  ឬ ( ),2x ∈ −∞  េគបាន ( ) 4 0
2

f x y
x

− = <
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព ( ),2x ∈ −∞  ។ 
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៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ្រសយប�� ក់
2

2
4'( )

( 2)
x xf x
x
−

=
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 43
2

f x x
x

= − +
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល { 2 }−  ។ 

េយងីបាន 2 2
4( 2)' 4'( ) ( 3)' 1
( 2) ( 2)

xf x x
x x

−
= − − = −

− −
  

                      
2 2 2

2 2 2
( 2) 4 4 4 4 4

( 2) ( 2) ( 2)
x x x x x

x x x
− − − + − −

= = =
− − −

  

ដូចេនះ 
2

2
4'( )

( 2)
x xf x
x
−

=
−

  ្រគប់ 2x ≠   ។ 

គូសតរាងអរភពៃនអនុគមន f  ៖ 

េគមាន
2

2
4'( )

( 2)
x xf x
x
−

=
−

  ្រគប់ 2x ≠    

េដយ( )22 0x − >  ្រគប់ 2x ≠  េនាះ ( )'f x  មានស� �ដូ 2 4x x−  ។ 

េបី '( ) 0f x =  េគបាន 2 4 0x x− =  សមមូល  1 20 , 4x x= =  ។ 

ចំេពះ 0x =  េនាះ ( )0 0 3 2 5f = − − = −  ។ 

ចំេពះ 4x =  េនាះ ( )4 4 3 2 3f = − + =  ។ 

តរងអេថរភា  

 

 

 

 

x

'( )f x

( )f x

−∞ 0 2 4

0 0

+∞

− − ++
5−

3−∞ −∞

+∞ +∞
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៤.កំណត់សមីករបនា�  ( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ   

   M  មនអាប់សុី 1x =  និង N  មនអាប់សុី 3x =  េរៀងគ ៖ 

 តមររូបមន�( ) ( )1 : '( )( )M M MT y f x x x f x= − +   

 េដយ 1Mx =   េនាះ( ) ( ) ( )1 : '(1) 1 1T y f x f= − +   

 េគមាន 2
1 4'(1) 3

(1 2)
f −

= = −
−

  និង ( )1 1 3 4 6f = − − = −   

 េគបាន( ) ( )1 : 3 1 6 3 3 6 3 3T y x x x= − − − = − + − = − −   

 ដូចេនះ ( )1 : 3 3T y x= − −   ។ 

 តមររូបមន�( ) ( )2 : '( )( )N N NT y f x x x f x= − +   

 េដយ 3Nx =   េនាះ( ) ( ) ( )2 : '(3) 3 3T y f x f= − +   

 េគមាន 2
9 12'(3) 3

(3 2)
f −

= = −
−

  និង ( )3 3 3 4 4f = − + =   

 េគបាន( ) ( )2 : 3 3 4 3 9 4 3 13T y x x x= − − + = − + + = − +   

 ដូចេនះ ( )2 : 3 13T y x= − +   ។ 

៥.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  , , ,A B C D  ៖ 

 េដយបនា�  ( )1T  កត់អសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រ( )C ្រតង AនិងB  

 េនាះកូអរេដេនA  និង B  ជាចេម�ីយៃន្របព័ន�សមីករេរៀងគ  

 
2

3 3
A

A A

x
y x

=


= − −
  និង  

3
3 3

B B

B B

y x
y x

= −


= − −
  

 បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ ( )2, 9A −  និង ( )0, 3B −  ។ 
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ម្យោ៉ងេទៀតប ត់( )2T  កត់អសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រ( )C ្រតង ចំណុច 

CនិងD េនាះកូអរេដេនC  និងD  ជាចេម�ីយៃន្របព័ន�េរៀង  ៖ 

2
3 13

C

C C

x
y x

=


= − +
  និង  

3
3 13

D D

D D

y x
y x

= −


= − +
  

បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ ( )2,7C  និង ( )4,1D  ។ 

្រសយថចតុ ABCD  ជា្រ�េលឡូ្ ៖ 

េគមាន ( )2, 9A −  និង ( )0, 3B −  េនាះេគបាន ( )2, 6AB = −


  

េហយី  ( )2,7C  និង ( )4,1D  េនាះេគបាន ( )2,6DC = −


 ។ 

េដយAB DC=
 

  េនាះចតុេកABCD  ជា្របេលឡូ្រ 

គណនាៃផ្រកឡាៃន្រ�េលឡូ ABCD  ៖ 

តងH  ជាចំេណាលែកងC  េលី ( )1T  េនាះ ( )1,CH d C T=  ជាកម�ស់របស 

្របេលឡូ្រABCD  ។ 

េយងីបាន ( )1,ABCDS AB CH AB d C T= × = ×   

េគមាន ( )2, 6AB = −


 េនាះ 4 36 2 10AB = + =   

េហយី  ( )2,7C  និង ( )1 : 3 3T y x= − −  ឬ 3 3 0x y+ + =   

េគបាន ( )1 2 2

|3 3| |6 7 3| 16,
10 103 1

C Cx yd C T + + + +
= = =

+
  

ដូចេនះ  162 10 32
10ABCDS = × =   (ឯកតៃផ�) 
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៦.្រស I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃន( )C  ៖ 

េដយ I   ជាផ�ិតៃន្របេលឡូ្ABCD  េនាះវជាចំណុចកណា   AC    ។ 

េដយ ( )2, 9A −  និង ( )2,7C  េនាះ 2 2 9 7,
2 2

I + − + 
 
 

 ឬ ( )2, 1I −  ។ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   

លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0{2} : 4 2x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 1, 1a b= = −  ។ 

េគមាន ( ) 43
2

f x x
x

= − +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

43
2

f x x
x

= − +
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

4 44 4 3 1
4 2 2

f x x x
x x

− = − − + = − + −
− − −

 ។ 

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

4 4(4 ) 1 3 2
2 2

f x f x x x
x x

− + = − + − + − + = −
− −

 ពិត 

ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៧.គណន ( 2)f −  និង (6)f  រួចសងែ់ខ្សេក ( )C និងបនា�ត ( ) ( ) ( )1 2, ,d T T ៖ 

េគមាន ( ) 43
2

f x x
x

= − +
−

  ចំេពះ្រគប 2x ≠   

ចំេពះ 2x = −   េនាះ ( ) 42 2 3 6
2 2

f − = − − + = −
− −

 ។ 

ចំេពះ 6x =   េនាះ ( ) 46 6 3 4
6 4

f = − + =
−

 ។ 

ដូចេនះ  ( )2 6f − = −   និង ( )6 4f =   ។ 
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( ) : 3d y x= −

( )2 : 3 13T y x= − +

( )1 : 3 3T y x= − −

( ): 2x∆ =

( )
2 5 10:

2
x xC y

x
− +

=
−
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លំហាត់ទ០៣ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ 3x ≠  េដយ  

( )
2 5 10

3
x xf x

x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រមយអរតូនរមា៉ល  , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំននួពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 3
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 3x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 3x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
6 5'( )

( 3)
x xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.េគឲ្យ្រគ�សរបនា ( ) : 5y mx m∆ = + +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុចនឹង A  របស់្រគ�សរៃនបន ា( )∆  ។ 

 ខ)បង �ញថាមានបនា�ត ( )'∆  និង ( )''∆  ៃន្រគសរបនា� ( )∆  ែដលប៉ះេទ 

 នឹងែខ្សេក( )C  ។ សរេសរសមីក( )'∆  និង ( )''∆ រចួគណនាកូអរេដេន 

 ចំណុចប៉ះ M  និង N  រវងបន ត់( )'∆  និង ( )''∆ ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

 (េគដឹងថា( )''∆  ជាបនា�ត់្រសបនឹងអ័ក្ សអប់សុ 

 គ)បនា �ត( )'∆  និង ( )''∆ ្របសព�បនា�  ( )d  ្រតង់ចំណុច B  និង C  េរៀងគា�  

 គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ B  និង C។ 
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 ឃ)តង I  ជាចំេណាលែកងA  េលី BC។ គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  I   

      រចួ្រសយ I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។គណនាៃផ�្រ ABC∆  ។ 

៥.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( ) ( ), 'd ∆ និង( )''∆ ក�ុងត្រម�យែតមួយ ។ 

   គណនៃផ�្រកឡាែផ�កប�ងខ័ណ�េដយែខ្ ( )C  ជាមួយបនា� ប៉ះ ( )'∆ នងិ 

 បនា �ត់ឈរពីរ 1x = −  និង 2x =   ។ 

ដំេណាះ្រ  

១.កំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )
2 5 10 1

3
x xf x

x
− +

=
−

  និង   ( ) ( )2
1

pf x mx n
x

= + +
−

  

ផ�ឹម ( ) ( )1 & 2  េគបាន
2 5 10

3 3
x x pmx n

x x
− +

= + +
− −

  

ត្រម�វភាគែបងរួមរួចលុបេចលេគ 2 5 10 ( 3)( )x x x mx n p− + = − + +  
សមមូល  2 25 10 ( 3 ) ( 3 )x x mx n m x p n− + = + − + −   

េគទញបា
1
3 5
3 10

m
n m
p n

=
 − = −
 − =

  សមមូល  1 , 2 , 4m n p= = − =  ។ 

ដូចេនះ  1 , 2 , 4m n p= = − =  ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 ៖ 

ចំេពះ 1 , 2 , 4m n p= = − =  េគបាន ( ) 42
3

f x x
x

= − +
−

  

េយងីបាន ( ) 4lim lim 2
3x x

f x x
x→∞ →∞

 = − + − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 4lim lim 2
3x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − + = −∞ − 
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.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 4lim lim 2
3x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − + = +∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
3 3

4lim lim 2
3x x

f x x
x→ →

 = − + − 
  

.េបី 3x −→  េនាះ ( )
3 3

4lim lim 2
3x x

f x x
x− −→ →

 = − + = −∞ − 
 េ្រព

3

4lim
3x x−→
= −∞

−
  

.េបី 3x +→  េនាះ ( )
3 3

4lim lim 2
3x x

f x x
x+ +→ →

 = − + = +∞ − 
 េ្រព

3

4lim
3x x+→
= +∞

−
  

ដូចេនះ  ( )
3

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 

ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន ( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
3

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបនា�ត់មានសម  3x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប�� ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 4: ( ) 2
3

C f x x
x

= − +
−

  និង ( ) : 2d y x= −   

េគបាន ( )4 4( ) 2 2
3 3

f x y x x
x x

 − = − + − − = − − 
  

េដយ ( ) 4lim lim 0
3x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =  −
  េនាះបនា�  ( )d មានសមីក 2y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីងេធៀបរវងបនា� ( )d និងែខ្សេ( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 4
3

f x y
x

− =
−

  មានស� �ដូច 3x −   ។ 

.េបី 3 0x − >  សមមូល  3x >  ឬ ( )3,x ∈ +∞  េគបាន ( ) 4 0
3

f x y
x

− = >
−
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ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ ( )3,x ∈ +∞  ។ 

.េបី 3 0x − <  សមមូល  3x <  ឬ ( ),3x ∈ −∞  េគបាន ( ) 4 0
3

f x y
x

− = <
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព ( ),3x ∈ −∞  ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 3x ≠   ្រសយប�� ក់
2

2
6 5'( )

( 3)
x xf x

x
− +

=
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 42
3

f x x
x

= − +
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល {3 }−  ។ 

េយងីបាន 2 2
4( 3)' 4'( ) ( 2)' 1
( 3) ( 3)

xf x x
x x

−
= − − = −

− −
  

                      
2 2 2

2 2 2
( 3) 4 6 9 4 6 5

( 3) ( 3) ( 3)
x x x x x

x x x
− − − + − − +

= = =
− − −

  

ដូចេនះ 
2

2
6 5'( )

( 3)
x xf x

x
− +

=
−

  ្រគប់ 3x ≠   ។ 

គូសតរាងអរភពៃនអនុគមន f  ៖ 

េគមាន
2

2
6 5'( )

( 3)
x xf x

x
− +

=
−

  ្រគប់ 3x ≠    

េដយ( )23 0x − >  ្រគប់ 3x ≠  េនាះ ( )'f x  មានស� �ដូ 2 6 5x x− +  ។ 

េបី '( ) 0f x =  េគបាន 2 6 5 0x x− + =  សមមូល  1 21 , 5cx x
a

= = =  ។ 

ចំេពះ 1x =  េនាះ ( ) 41 1 2 3
1 3

f = − + = −
−

 ។ 

ចំេពះ 5x =  េនាះ ( ) 45 5 2 5
5 3

f = − + =
−

 ។ 

តរងអេថរភា  
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៤.ក)កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុច នឹង A  របស់្រគ�សរៃនបនា ( )∆  ៖បនា �ត់ 

 េគមា( ) : 5y mx m∆ = + +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម   

 សមីករេនះអចសរេសរេទ ( )5 1y m x− = +   

 សមីកចុងេ្រកយេនះេផ��ងផ ា�ត់ជានិច�្រគបm  លុះ្រតែត 

 1 0
5 0

x
y
+ =


− =

  សមមូល  1 , 5x y= − =  ។ 

 ដូចេនះចំណុចែដល្រត�វរកគឺ ( )1,5A −  ។ 

 ខ)បង �ញថមនបនា�ត ( )'∆  និង ( )''∆ ៃន្រគ�សរបនា ( )∆  ែដលប៉ះេទនឹង( )C  ៖ 

 សមីករអប់សុីសចំណុច្របសព�រវងប  ( )∆  និងែខ្សេក( )C  សរេសរ៖ 

 
2 5 10 5

3
x x mx m

x
− +

= + +
−

  

 2 25 10 ( 5) 3 3 15x x mx m x mx m− + = + + − − −   

    ( )2( 1) 2( 5) 3 25 0m x m x m E− − − − − =   

 ( ) ( )( )2 2 2' 5 1 3 25 10 25 3 22 25m m m m m m m∆ = − − − − − = − + + + −   

 ( )2' 4 12 4 3m m m m∆ = + = +   

x

'( )f x

( )f x

−∞ 1 3 5

0 0

+∞

− − ++
3−

5−∞ −∞

+∞ +∞
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េដីម្បីឲ្យបន ា( )∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  លុះ្រតែតសមី( )E  មានប�សឌប 

េពលគឺេគ្រត�វឲ ( )' 4 3 0m m∆ = + =  សមមូល  1 23 , 0m m= − =  ។ 

ស្រមាយប��ក់េនះមានន មានបនា�ត់ព ( )'∆  និង ( )''∆ ៃន្រគ�សរបន ា( )∆  
ែដលប៉ះេទនឹ( )C  ។ 

សរេសរសមីក( )'∆  និង ( )''∆ រួចគណនាកូអរេដេនៃនចំណុចប៉  M  និង N  ៖ 

ចំេព 3m = −  សមីក( )∆  េទជ( )' : 3 2y x∆ = − +  េហយីសមីក( )E  េទ 

( )224 16 16 4 2 0x x x− + − = − − =  មានប�សឌុប 1 2 2x x= =  ។ 

េបី 2x =  េនាះ ( )3 2 2 4y = − + = −  ។ ដូចេនះ  ( )2, 4M −  ។ 

ចំេពះ 0m =  សមីក( )∆  េទ( )'' : 5y∆ =   េហយីសមីក( )E  អចសរេស 

េទ ( )22 10 25 5 0x x x− + − = − − =  មានប�សឌុ 1 2 5x x= =  ។ 

ដូចេនះ  ( )5,5N  ។ 

គ)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ B  និង C  

េដយបនា� ( )'∆  និង ( )''∆ ្របសព�បនា�  ( )d  ្រតង់ចំណុច B  និង C  េរៀងគា�េន  

កូអរេដេនៃនចំណ ចB  និង C  ជាចេម�ីយរបស់្របព័ន�សមីករេរៀងគ  

2
3 2

B B

B B

y x
y x

= −


= − +
   និង 

2
5

C C

C

y x
y

= −


=
   

បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ ( )1 , 1B −   និង ( )7 , 5C  ។  

ឃ)គណនាកអរេដេនៃនចំណុ  I   

តង ( ),I II x y  ជាចំេណាលែកងA  េលី BC  ។ 
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េគមាន ( )I d∈  េនាះកូអរេដេនៃនចំណុ  I  េផ��ងផា �ត់នឹងសមីករបន ា( )d   

េគបាន ( )2I Iy x i= −  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតេគម ( )1 , 5I IAI x y= + −


េហយីបនា �ត( ) : 2d y x= −  មានវុិចទ័រ  

្របាប់ទ ( )1,1u =


 ។ េដយ ( )AI d⊥   េនាះ . 0AI u AI u⊥ ⇔ =
   

  

សមមូល  1 5 0I Ix y+ + − =   ឬ ( )4 0I Ix y ii+ − =  ។ 

យក ( )i  ជំនួសក�ុង( )ii  េគបាន2 6 0Ix − =  េនាះ 3Ix =  និង 3 2 1Iy = − =  ។ 

ដូចេនះ  ( )3,1I  ។ 

្រសយ I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ ( )C  ៖ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )3,1I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   
លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0{3} : 6 2x f x f x∀ ∈ − − + =   េ្រព 3, 1a b= =  ។ 

េគមាន ( ) 42
3

f x x
x

= − +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

42
3

f x x
x

= − +
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

4 46 6 2 4
6 3 3

f x x x
x x

− = − − + = − + −
− − −

 ។ 

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

4 4(6 ) 4 2 2
3 3

f x f x x x
x x

− + = − + − + − + =
− −

 ពិត 

ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )3,1I  ជាផ�ិតឆ�ុៃនែខ្សេក( )C ។ 

គណនាៃផ�្រ ABC∆  ៖ 

េយងីមានAI  ជាកម�ស់ៃន្រតីេABC  េនាះ 1
2ABCS BC AI= ×  ។ 

េដ ( ) ( ) ( )1,5 , 1, 1 , 7,5A B C− −  និង ( )3,1I   

េគបាន ( ) ( )2 27 1 5 1 6 2BC = − + + =  និង ( ) ( )2 23 1 1 5 4 2AI = + + − =   

ដូចេនះ  ( )( )1 6 2 4 2 24
2ABCS = =   (ឯកតៃផ�)  
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៥.សងែ់ខ្សេក ( )C និងបនា�ត ( ) ( ), 'd ∆ និង( )''∆ ក�ុងត្រម�យែតមួ ៖ 

 

 

 

 

 

 

    

  

 

 

 
   

គណនាៃផ្រកឡាខ័ណ�េ ( )C  បនា�ត់ប៉ះ ( )'∆ និងបនា�ត់ឈរពីរ  1x = −  និង 2x =  ៖ 

េយងីមាន( )' : 3 2y x∆ = − +  និង ( ) 4: 2
3

C y x
x

= − +
−

  

េយងីបាន ( )
2 2

1 1

4 43 2 2 4 4
3 3

S x x dx x dx
x x− −

    = − + − − + = − + −    − −    
∫ ∫   

                 
( ) ( )

22
1

2 4 4 ln| 3|

8 8 4ln1 2 4 4 ln4 6 8ln2

x x x
−

 = − + − − 
= − + − − − − − = +

  

ដូចេនះ  6 8ln2 11.5452S = + ≈  (ឯកតៃផ�្រកឡា 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

6

7

8

9

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

0 1

1

x

y

A

I

M

N

B

C
 


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លំហាត់ទ០៤ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ
1
2

x ≠  េដយ  

( )
22 7 5
2 1

x xf x
x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំននួពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 2 1
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 1
2

x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   
 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
1
2

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
( )

2

2
4 4 3'( )

2 1
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 
៤.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )1T  និង( )2T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  េរៀងគា�្រត  
 ចំណុចM  និង N  មានអប់សុី 0x =  និង 1x =  រចួ្រសយប��ក់ថ ា បន 
 ( )1T និង( )2T  ្រសបគា�  
៥.តA  និងB  ជាចំណុច្រ បសព�រវង ត់( )d  ជាមួយបនា� ( )1T  និង( )2T  
    េរៀងគា� ។ យក  I  ជាចំណុចកណ  ា�លៃនអង� AB   ។ 
 ក.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  ,A B  និង I  រចួ្រសយថាចតុAMBN   
 ជា្របេលឡូ្រក 
 ខ.ចូរ្រសយប��ក  I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 
៦.គណន ( )1f −  និង ( )2f  រចួសង់ែខ្សេក ( )C  និងបនា �ត់( ) ( )1,d T  និង( )2T ។ 
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ដំេណាះ្រ  

១.កំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )
22 7 5 1
2 1

x xf x
x
− +

=
−

  និង   ( ) ( )2
2 1

pf x mx n
x

= + +
−

  

ផ�ឹម ( ) ( )1 & 2  េគបាន
22 7 5
2 1 2 1

x x pmx n
x x
− +

= + +
− −

  

ត្រម�វភាគែបងរួមរួចលុបេចលេគ ( )( )22 7 5 2 1x x mx n x p− + = + − +  
សមមូល  ( )2 22 7 5 2 (2 )x x mx n m x p n− + = + − + −   

េគទញបា
2 2
2 7

5

m
n m

p n

=
 − = −
 − =

  សមមូល  1 , 3 , 2m n p= = − =  ។ 

ដូចេនះ 1 , 3 , 2m n p= = − =  ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1
2

lim
x

f x
→

 ៖ 

ចំេពះ 1 , 3 , 2m n p= = − =  េគបាន ( ) 23
2 1

f x x
x

= − +
−

  

េយងីបាន ( ) 2lim lim 3
2 1x x

f x x
x→∞ →∞

 = − + − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 2lim lim 3
2 1x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − + = −∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 2lim lim 3
2 1x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − + = +∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
1 1
2 2

2lim lim 3
2 1x x

f x x
x→ →

 = − + − 
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.េបី 
1( )
2

x −→  េនាះ ( )
1 1( ) ( )
2 2

2lim lim 3
2 1x x

f x x
x− −→ →

 = − + = −∞ − 
 

េ្រព
1( )
2

2lim
2 1x x−→

= −∞
−

  

.េបី 
1( )
2

x +→  េនាះ ( )
1 1( ) ( )
2 2

2lim lim 3
2 1x x

f x x
x+ +→ →

 = − + = +∞ − 
 

េ្រព
1( )
2

2lim
2 1x x+→

= +∞
−

  

ដូចេនះ  ( )
1
2

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 

ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន ( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
1
2

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបនា�ត នសមីក 1
2

x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប�� ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 2: ( ) 3
2 1

C f x x
x

= − +
−

  និង ( ) : 3d y x= −   

េគបាន ( )2 2( ) 3 3
2 1 2 1

f x y x x
x x

 − = − + − − = − − 
  

េដយ ( ) 2lim lim 0
2 1x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =  −
  េនាះបនា�  ( )d មានសមីក 3y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេ( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 2
2 1

f x y
x

− =
−

  មានស� �ដូច2 1x −   ។ 

.េបី 2 1 0x − >  សមមូល  1
2

x >  ឬ 1 ,
2

x  ∈ +∞ 
 

 េគបាន ( ) 2 0
2 1

f x y
x

− = >
−
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ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ 1 ,
2

x  ∈ +∞ 
 

 ។ 

.េបី 2 1 0x − <  សមមូល  1
2

x <  ឬ 1,
2

x  ∈ −∞ 
 

 េគបាន ( ) 2 0
2 1

f x y
x

− = <
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព 1,
2

x  ∈ −∞ 
 

 ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 1
2

x ≠   ្រសយប�� ក់
2

2
4 4 3'( )

(2 1)
x xf x

x
− −

=
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 23
2 1

f x x
x

= − +
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល
1{ }
2

−  ។ 

េយងីបាន 2 2
2(2 3)' 4'( ) ( 3)' 1
(2 1) (2 1)

xf x x
x x
−

= − − = −
− −

  

                      
2 2 2

2 2 2
(2 1) 4 4 46 1 4 4 4 3

(2 1) (2 1) (2 1)
x x x x x

x x x
− − − + − − −

= = =
− − −

  

ដូចេនះ 
2

2
4 4 3'( )

(2 1)
x xf x

x
− −

=
−

  ្រគប់ 1
2

x ≠   ។ 

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន
( )

2

2 2
4 4 3 (2 1)(2 3)'( )

(2 1) 2 1
x x x xf x

x x
− − + −

= =
− −

  ្រគប់ 1
2

x ≠    

េដយ( )22 1 0x − >  ្រគប់ 1
2

x ≠  េនា ( )'f x មានស� �ដូ( )( )2 1 2 3x x+ −  ។ 

េបី '( ) 0f x =  េគបាន( )( )2 1 2 3 0x x+ − =  សមមូល  1 2
1 3,
2 2

x x= − =  ។ 

ចំេពះ 1
2

x = −  េនាះ 1 1 2 93
2 2 1 1 2

f  − = − − + = −  − − 
 ។ 
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ចំេពះ 3
2

x =  េនាះ ( ) 45 5 2 5
5 3

f = − + =
−

 ។ 

តរងអេថរភា   

 

 

 

 

 

៤.សរេសរសមីករបនា� ( )1T  និង( )2T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក ( )C  េរៀងគ�្រតង់ចំណ    M   

   និង N  មនអាប់សុី 0x =  និង 1x =  ៖ 

 សមីករបនា�  ( )1T  ្រតងM  គឺ  ( ) ( )( ) ( )1 : ' M M MT y f x x x f x= − +   
 េដយ 0Mx =  េនាះ ( )' 0 3f = −  និង ( )0 5f = −  េគបាន  
 ( ) ( )1 : 3 0 5 3 5T y x x= − − − = − −  ។ 
 សមីករបនា�  ( )2T  ្រតងN  គឺ  ( ) ( )( ) ( )2 : ' N N NT y f x x x f x= − +   
 េដយ 1Nx =  េនាះ ( )' 1 3f = −  និង ( )1 0f =  េគបាន  
 ( ) ( )2 : 3 1 3 3T y x x= − − = − +  ។ 

 ្រសយប�� ក់ថ បន( )1T និង( )2T  ្រសបគ  ៖ 

 េដយេមគុណ្របាប់ទិសៃនបន  ( )1T និង( )2T គឺ  '(0) '(1) 3f f= = −  េនា 
 េគទញបានថា បន( )1T និង( )2T  ្រសបគា�  

៥.ក.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  ,A B  និង I  ៖ 

 េដយA  និងB  ជាចំណុច្រ បសព�រវងបន ( )d  ជាមួយបនា� ( )1T  និង( )2T  

x

'( )f x

( )f x

−∞

0 0

+∞

− − ++

−∞ −∞

+∞ +∞

1
2

− 1
2

3
2

9
2

−

1
2

−
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    េនាះកូអរេដេនៃនចំណ A  និងBជាចេម�ីយៃន្របព័ន�សមីករេរៀងគ  

 
3

3 5
A A

A A

y x
y x

= −


= − −
   និង 

3
3 3

B B

B B

y x
y x

= −


= − +
  

បនា �ប់ពីេដះ្រសយេ 1 7,
2 2

A  − − 
 

 និង 
3 3,
2 2

B  − 
 

 ។ 

្រសយថចតុ AMBN  ជា្រ�េលឡូ្ ៖ 

េយងីមា 1 7, ,
2 2

A  − − 
 

( )3 3, , 0, 5
2 2

B M − − 
 

 និង ( )1,0N    

េនាះេគបាន 3 7,
2 2

AN  =  
 



 និង 
3 7,
2 2

MB  =  
 



 ។ 

េដយAN MB=
 

 េនាះចតុេកAMBN  ជា្របេលឡូ្រ 

ខ.្រសយប�� ក I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ៖ 

េដយ I  ជាចំណុចកណ  ា�លៃនអង� AB    េនាះេគបា 1 5,
2 2

I  − 
 

 ។ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច 1 5,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   

លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0
1{ } : 1 5
2

x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 1 5,
2 2

a b= = −  ។ 

េគមាន ( ) 23
2 1

f x x
x

= − +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

23
2 1

f x x
x

= − +
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

2 21 1 3 2
2 2 3 2 1

f x x x
x x

− = − − + = − − −
− − −

 ។ 

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

2 2(1 ) 3 2 5
2 1 2 1

f x f x x x
x x

− + = − + − − − = −
− −

 ពិត 

ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  1 5,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 
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៦.គណន ( )1f −  និង ( )2f  រួចសងែ់ខ្សេក ( )C  និងបនា�ត់ ( ) ( )1,d T  និង( )2T ៖ 

េយងីមាន 2( ) 3
2 1

f x x
x

= − +
−

  

ចំេពះ 1x = −  េគបាន ( ) 2 141 1 3
2 1 3

f − = − − + = −
− −

 ។ 

ចំេពះ 2x =  េគបាន ( ) 2 12 2 3
4 1 3

f = − + = −
−

 ។ 
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2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0 1

1

x

y

M

A

N

B

I

1
2

x =

( )1 : 3 5T y x= − −

( )2 : 3 3T y x= − +

( ) : 3d y x= −

( )
22 7 5:
2 1

x xC y
x
− +

=
−








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លំហាត់ទ០៥ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគប់ពិ
3
2

x ≠  េដយ  

( )
22 11 14

2 3
x xf x

x
− +

=
−

 ត( )C ជា្រក f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចូរកំណត់បីចំននួពិត ,m n  និង p  េដីម្បីឲ្យប ( ) 2 3
pf x mx n

x
= + +

−
  

 ្រគប់ 3
2

x ≠   ។ គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
3
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករ 

 អសុីមតូតឈរៃន្រ( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 4d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   
 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្េកង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
3
2

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់  2
(2 1)(2 5)'( )

(2 3)
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំ   3 5,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខេក( )C  ។ 

៥.តមចំណុ  I  េគគូសបនា �ត( )∆  មានេមគុណ្របាប់ 5a =  ។ 

 ក)រកកូអរេដេនចំណុ A  និង B  ជា្របសព�រវងបន ( )∆ និងែខ្សេក( )C ។ 
 ខ)សរេសរសមីករបនា�  ( )1T  និង ( )2T  ប៉ះនឹង្រក( )C  ្រតងA  និង B  ។ 
        ទញប� �ក់ថាបន ា( )1T  និង ( )2T ្រសបគា  
៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( ) ( ) ( )1, ,d T∆ និង ( )2T ក�ុងត្រម�យរួមគ  ។ 

៧.េដយេ្របីែខ្ស( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពៃនប�សរបស់សមីក 

 
22 11 14 3

2 3
x x x m

x
− +

= − +
−

  ែដល m   ជាបា៉រ៉ែម៉្   
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ដំេណាះ្រ  

១.កំណត់បីចំនួនពិត ,m n  និង p  ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )
22 11 14 1

2 3
x xf x

x
− +

=
−

  និង   ( ) ( )2
2 3

pf x mx n
x

= + +
−

  

ផ�ឹម ( ) ( )1 & 2  េគបាន
22 11 14

2 3 2 3
x x pmx n

x x
− +

= + +
− −

  

ត្រម�វភាគែបងរួមរួចលុបេចលេគ 22 11 14 (2 3)( )x x x mx n p− + = − + +  
សមមូល  2 22 11 14 2 (2 3 ) ( 3 )x x mx n m x p n− + = + − + −   

េគទញបា
2 2
2 3 11

3 14

m
n m

p n

=
 − = −
 − =

  សមមូល  1 , 4 , 2m n p= = − =  ។ 

ដូចេនះ  1 , 4 , 2m n p= = − =  ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 ៖ 

ចំេពះ 1 , 4 , 2m n p= = − =  េគបាន ( ) 24
2 3

f x x
x

= − +
−

  

េយងីបាន ( ) 2lim lim 4
2 3x x

f x x
x→∞ →∞

 = − + − 
  

.េបី x → −∞  េនា ( ) 2lim lim 4
2 3x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − + = −∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 2lim lim 4
2 3x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − + = +∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
3 3
2 2

2lim lim 4
2 3x x

f x x
x→ →

 = − + − 
  

.េបី 
3( )
2

x −→  េនាះ ( )
3 3( ) ( )
2 2

2lim lim 4
2 3x x

f x x
x− −→ →

 = − + = −∞ − 
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.េបី 
3( )
2

x +→  េនាះ ( )
3 3( ) ( )
2 2

2lim lim 4
2 3x x

f x x
x+ +→ →

 = − + = +∞ − 
  

ដូចេនះ  ( )
3
2

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 

ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន ( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
3
2

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបនា�ត់មានសម  3
2

x =   

ជាអសុតូតឈររបស់ែខ្សេក( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប�� ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 2: ( ) 4
2 3

C f x x
x

= − +
−

  និង ( ) : 4d y x= −   

េគបាន ( )2 2( ) 4 4
2 3 2 3

f x y x x
x x

 − = − + − − = − − 
  

េដយ ( ) 2lim lim 0
2 3x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =  −
 េនាះបនា�  ( )d មានសមីក 4y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេ( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 2
2 3

f x y
x

− =
−

  មានស� �ដូច2 3x −   ។ 

.េបី 2 3 0x − >  សមមូល 3
2

x >  ឬ 3 ,
2

x  ∈ +∞ 
 

េគបាន ( ) 2 0
2 3

f x y
x

− = >
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ 3 ,
2

x  ∈ +∞ 
 

 ។ 

.េបី 2 3 0x − <  សមមូល  3
2

x <  ឬ 3,
2

x  ∈ −∞ 
 

េគបាន ( ) 2 0
2 3

f x y
x

− = <
−
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ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព 3,
2

x  ∈ −∞ 
 

 ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 3
2

x ≠   ្រសយប�� ក់
( )2

(2 1)(2 5)'( )
2 3

x xf x
x

− −
=

−
 ៖ 

េយងីមាន ( ) 24
2 3

f x x
x

= − +
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល
3{ }
2

−  ។ 

េយងីបាន 2 2
2(2 3)' 4'( ) ( 2)' 1
(2 3) (2 3)

xf x x
x x

−
= − − = −

− −
  

                      

2

2

2

2

(2 3) 4
(2 3)

(2 3 2)(2 3 2)
(2 3)

(2 1)(2 5)
(2 3)

x
x

x x
x

x x
x

− −
=

−
− + − −

=
−

− −
=

−

  

ដូចេនះ 
( )2

(2 1)(2 5)'( )
2 3

x xf x
x

− −
=

−
  ្រគប់ 3

2
x ≠   ។ 

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន
( )2

(2 1)(2 5)'( )
2 3

x xf x
x

− −
=

−
  ្រគប់ 3

2
x ≠    

េដយ( )22 3 0x − > ្រគប់ 3
2

x ≠  េនាះ ( )'f x មានស� �ដូ( )( )2 1 2 3x x− − ។ 

េបី '( ) 0f x =  េគបាន( )( )2 1 2 3 0x x− − =  សមមូល  1 2
1 3,
2 2

x x= =  ។ 

ចំេពះ 1
2

x =  េនាះ 1 1 2 94
2 2 1 3 2

f   = − + = −  − 
 ។ 
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ចំេពះ 3
2

x =  េនាះ 5 5 2 13
2 2 5 3 2

f   = − + = −  − 
 ។ 

តងអេថរភាព   

 

 

 

 

 
 

៤.្រសយប�� ក់ថចំ  3 5,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ ( )C  ៖ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច 3 5,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   

លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0
3{ } : 3 5
2

x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 3 5,
2 2

a b= = −  ។ 

េគមាន ( ) 24
2 3

f x x
x

= − +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

24
2 3

f x x
x

= − +
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

2 23 3 4 1
6 2 3 2 3

f x x x
x x

− = − − + = − − −
− − −

 ។ 

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

2 2(3 ) 1 4 5
2 3 2 3

f x f x x x
x x

− + = − − − + − + = −
− −

 ពិត 

ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  3 5,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៥.ក)រកកូអរេដេនចំណុ  A  និង B  ជា្រ�សព�រវងបន ( )∆ និងែខ្សេក ( )C  

x

'( )f x

( )f x

−∞

0 0

+∞

− − ++

−∞ −∞

+∞ +∞

1
2

3
2

5
2

9
2

−

1
2

−
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សមីករបនា� ( )∆ កត់តមចំណុ  Iមានេមគុណ្របាប់ 5a =  អចសរេស 

( ) ( ): 5 2 5 10y x x∆ = − = −  ។ 

សមីករអប់សុីសចំណុច្របសព�រវងប  ( )∆ និងែខ្សេក( )C សរេសរ៖ 
22 11 14 5 10

2 3
x x x

x
− +

= −
−

 សមមូល  2 22 11 14 10 35 30x x x x− + = − +   

សមមូល  28 24 16 0x x− + =   េដយ 0a b c+ + =  េនាះេគទញប 1

2

1
2

x
x

=
 =

  

.ចំេពះ 1x =  េនាះ ( )5 1 10 5y = − = −   េគបាន ( )1, 5A −  ។ 

.ចំេពះ 2x =  េនាះ ( )5 2 10 0y = − =   េគបាន ( )2,0B  ។ 

ដូចេនះ ( )1, 5A −  និង ( )2,0B  ។ 

ខ)សរេសរសមីករបនា� ( )1T  និង ( )2T  ប៉ះនឹង្រក( )C  ្រតង A  និង B  ៖ 

.សមីករបនា�  ( )1T ប៉ះ( )C ្រតងA  សរេសរ ( ) ( )1 : '( )( )A A AT y f x x x f x= − +   

ឬ ( ) ( ) ( )1 : '(1) 1 1T y f x f= − +  េដ 2
(2 1)(2 5)'(1) 3

(2 3)
f − −

= = −
−

  

េគបាន( ) ( )1 : 3 1 5 3 2T y x x= − − − = − −  ។ 

.សមីករបនា�  ( )2T ប៉ះ( )C ្រតងB  សរេសរ ( ) ( )2 : '( )( )B B BT y f x x x f x= − +   

ឬ ( ) ( ) ( )2 : '(2) 2 2T y f x f= − +  េដ 2
(4 1)(4 5)'(2) 3

(4 3)
f − −

= = −
−

  

េគបាន ( ) ( )2 : 3 2 3 6T y x x= − − = − +  ។ 

ដូចេនះ ( )1 : 3 2T y x= − −   និង ( )2 : 3 6T y x= − +  ។ 

ទាញប� �ក់ថបនា  ( )1T និង( )2T ្រសបគ ៖ 



  េមេរៀនទី៤               ែខ្សេកាងអនុគមន៍សន�ទាន                  ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង   ល�ម ផល�ុន                                                                                        Page 79 
 

េយងីមានបនា� ( )1T និង( )2T មានេមគុណ្របាប់ទិសេរៀ 1 23& 3a a= − = −   

េដយ 1 2 3a a= = −  ដូចេនះបនា �ត( )1T និង( )2T ្រសបគា  

៦.សងែ់ខ្សេក ( )C និងបនា�ត ( ) ( ) ( )1, ,d T∆ និង ( )2T ក�ុងត្រម�យរួមគ  ៖ 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

-11

0 1

1

x

y

I

A

B

( ) : 4d y x= −

( )1 : 3 2T y x= − −

( )2 : 3 6T y x= − +

( ) ( ): 5 2y x∆ = −

( )
22 11 14:

2 3
x xC y

x
− +

=
−
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៧.េដយេ្រ�ែខ្ស ( )C  សិក្សោអត�ិភពៃន��សរបស់សម ៖ 

 
22 11 14 3

2 3
x x x m

x
− +

= − +
−

  ែដល m   ជាបា៉រ៉ែម៉   

សមីករងេលីេនះជាសមីករអប់សុីសៃនចំណុច្របសព�រវងែ ( )C  និង 

បនា �ត( ) : 3md y x m= − +  ។ 

កលណm ែ្រប្រប�លតៃម�េយីងសេង�តេឃីញថា បន( )md ែ្រប្រប�ល្រសបេទ 

បនា �ត់ប៉ះ( )1 : 3 2T y x= − −   និង ( )2 : 3 6T y x= − +   ែដលកត់អ័ក្( )'y oy   

េរៀងគា�្រតង់ចំណ   ( )0, 2P −  និង ( )0,6Q  ។ 

តម្រកហ�ិកេយីងអចសន�ិដ �នលទ�ផលដូច 

.ចំេព ( , 2) (6, )m∈ −∞ − ∪ + ∞  បនា �ត( )md ្របសព�ែខ្សេ ( )C ្រតង់ពីរចំណុ  

េផ្សងគា�េនាះេគទញថាសមីករមានប�សពីរ   

.ចំេពះ 2m = −  ឬ 6m =  េនាះបនា�  ( )md  ប៉ះនឹងែខ្សេក ( )C  ្រតង់ចំណុ A   

ឬ្រតង់ចំណុ B  េនាះេគទញថាសមីករមានប� 

.ចំេព ( )2,6m∈ −  េនាះបនា�  ( )md មិន្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C េនាះេគទ 

ថាសមីករ នប�សក�ុងសំណំុចំននួពិត។ 

 

www.mathtoday.wordpress.com 
 
 

 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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លំហាត់ទ០៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគចំនួនពិត 
4
3

x ≠  េដយ  

( )
23 4 3
3 4

x xf x
x
− +

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប់ចំនពិត 
4
3

x ≠  ចូរ្រសយប��ក់  ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

 ។ 

  គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
4
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

 ៃនែខ្សេក( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន ( ) :d y x=  ជសមីកអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស 
  ( )C  កលx →∞  ។ សិក្សោទីងេធៀបរវងបនា� ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
4
3

x ≠   ចូរ្រសយប��ក់  2
(3 1)(3 7)'( )

(3 4)
x xf x

x
− −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក ចំណុច 4 4,
3 3

I  
 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៥.េគពិនិត្យបនា�  ( ) : 6m y mx∆ = +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
 ក.ចូរបង �ញថា្រm∈បនា �ត( )m∆ នីមួយៗសុទ�ែតកត់តមចំណុចន A   
    មួយែដលេគនឹងប�� ក់កូអរេដេន  
 ខ.កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួកំណត់សមីក 
    ៃនបនា �ត់ប៉ះទេនាះ 
៦.គណន ( 1)f −  និង (3)f  រចួសង់ែខ្សេក ( )C និងបនា �ត( )d ្រពមទំងបន ា 

 ប៉ះទំងអស់េទនឹងែខ្ស( )C ែដលគូសេចញពីចំណុច A  ។ 
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 ដំេណាះ្រ  

១.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 4
3

x ≠  ្រសយប�� ក់ ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

 ៖ 

េយងីមាន
23 4 3 (3 4) 3 (3 4) 3( )
3 4 3 4 3 4 3 4

x x x x x xf x
x x x x
− + − + −

= = = +
− − − −

  

ដូចេនះ  ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

  ។ 

 គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
4
3

lim
x

f x
→

 រួចទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈ( )C ៖ 

េយងីមាន ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

  ្រគប់ចំនួនពិត
4
3

x ≠   

េយងីបាន ( ) 3lim lim
3 4x x

f x x
x→∞ →∞

 = + = ±∞ − 
  េ្រព 3lim 0

3 4x x→∞
=

−
 ។ 

េហយី  ( )
4 4
3 3

3lim lim
3 4x x

f x x
x→ →

 = + = ±∞ − 
  េ្រព

4
3

3lim
3 4x x→

  = ±∞ − 
 ។ 

េដយ ( )
4
3

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបនា�  4
3

x =  ជាអសុីមតូតឈរៃនែខ្ស ( )C ។ 

២.្រសយប�� ក( ) :d y x=  ជាសមីករអាសុីមតូតេ្រ ( )C កលx →∞  

េគមា( ) ( ) 3:
3 4

C f x x
x

= +
−

  និង  ( ) :d y x=   

េគបាន 3 3( )
3 4 3 4

f x y x x
x x

− = + − =
− −

 ។ 

េដយេគមា 3lim ( ) lim 0
3 4x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =    − 
 េនាះេគទញបានថាប ( )d   

មានសមីក y x=  ជាអសុីមតូតេតៃនែខ្សេក( )C  កលណx → ±∞  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវ ងប( )d និងែខ្សេង( )C  ៖ 

េគមាន ( ) 3
3 4

f x y
x

− =
−

  ្រគប់ 4
3

x ≠  ។ 
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.ចំេពះ3 4 0x − >  សមមូល  4
3

x >  ឬ 4 ,
3

x  ∈ + ∞ 
 

 េនាះែខ្សេ( )C  ស�ិតេន 

  ខងេលីបនា�  ( )d  ។ 

.ចំេពះ3 4 0x − <  សមមូល  4
3

x <  ឬ 4,
3

x  ∈ −∞ 
 

 េនាះែខ្សេ( )C  ស�ិតេន 

  ខងេ្រកមបន  ( )d  ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 4
3

x ≠  ្រសយប�� ក 2
(3 1)(3 7)'( )

(3 4)
x xf x

x
− −

=
−

 ៖ 

េយងីមា ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរី េលី 4{ }
3

−  

េយងីបាន
( )

( )
( ) ( )

2

2 2 2

3 4 99 (3 1)(3 7)'( ) 1
3 4 3 4 3 7

x x xf x
x x x

− − − −
= − = =

− − −
  

ដូចេនះ  ( )
( )2

(3 1)(3 7)'
3 4

x xf x
x

− −
=

−
 ។  

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េយងីមាន ( )
( )2

(3 1)(3 7)'
3 4

x xf x
x

− −
=

−
 េដយ( )23 4 0x − >  ្រគប 4{ }

3
x ∈ −   

េនាះ ( )'f x  មានស� �ដូចភាគយ( )( )3 1 3 7x x− −  ។ 

េបី ( )' 0f x =  សមមូល ( )( )3 1 3 7 0x x− − =   េនាះ

1
3
7
3

x

x

 =

 =

  

ចំេពះ 1
3

x =  េគបាន 1 1 3 1 21
3 3 1 5 3 3

f   = + = − = −  − 
 ។ 

ចំេព 7
3

x =  េគបាន 7 7 3 7 101
3 3 7 4 3 3

f   = + = + =  − 
  ។ 

តរងអេថរភា  
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៤.្រសយប�� ក់ថចំណ  4 4,
3 3

I  
 
 

 ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ ( )C ៖ 

ចំណុច 4 4,
3 3

I  
 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះរបស់ែខ្សេ ( )C តងអនុគមន៍ f  លុះ្រត 

0
4{ }
3

x∀ ∈ −  េគបាន ( )0 0
8 8
3 3

f x f x − + = 
 

  ។ 

េគមាន ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

3
3 4

f x x
x

= +
−

  

េហយី  0 0 0
0 0

8 8 3 8 3
3 3 8 3 4 3 3 4

f x x x
x x

 − = − + = − + −  − − − 
   

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

8 8 3 3 8
3 3 3 4 3 4 3

f x f x x x
x x

 − + = − + − + + =  − − 
  ពិត 

ដូចេនះចំណុច 4 4,
3 3

I  
 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៥.ក.បង �ញថ្រm∈បនា�ត ( )m∆ នីមួយៗសុទ�ែតកត់តមចំណុចន  A  មួយែដល 

    េគនឹងប�� ក់កូអរេដេន  

េគមាន( ) : 6m y mx∆ = +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
សមីករេនះអចសរេស( )6y mx− =   េហយីវេផ��ងផា�ត់ជានិច�្រគប់ត m∈   
លុះ្រតែ 0x =  និង 6 0y − =  ឬ 6y =  ។ 
ដូចេនះបនា �ត( )m∆  នីមួយៗសុទ�ែតកត់តមចំណុចនឹ  ( )0,6A  ។ 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞4
3

1
3

7
3

0 0

−∞ −∞

+∞ +∞2
3

−

10
3

+ +− −
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ខ.កំណត់តៃម� m  េដម្បី ឲ្យបនា  ( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្េក( )C រួចកំណត់សមីក 

    ៃនបនា�ត់ប៉ះទាំងេ  ៖ 

េគមាន( ) : 6m y mx∆ = +    និង ( )
23 4 3:
3 4

x xC y
x
− +

=
−

  

សមីករអប់សុីសចំណុច្របសព�រវងប  ( )m∆ និងែខ្សេក( )C សរេសរ៖ 
23 4 36
3 4

x xmx
x
− +

+ =
−

  សមមូល  2 23 4 18 24 3 4 3mx mx x x x− + − = − +   

សមមូល  ( ) ( ) ( )23 1 2 2 11 27 0m x m x E− − − − =   
េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  លុះ្រតែតសមី( )E  មានប�សឌុ 
េពលគឺេគ្រត�វឲ្ ' 0∆ =   (ឌីស្រគីមីណង់ប្រង�មៃនសមី( )E )។ 

េគមាន ( ) ( )2 2' 2 11 81 1 4 44 121 81 81m m m m m∆ = − + − = − + + −   

          ( )( )2' 4 37 40 8 4 5m m m m∆ = + + = + +   

េបី ' 0∆ =  សមមូល ( )( )8 4 5 0m m+ + =  េនាះ 1 2
58 ,
4

m m= − = −  ។ 

ដូចេនះ  1 2
58 ,
4

m m= − = −  ។ 

ចំេពះ 8m = −  សមីក( )m∆  េទជ( )1 : 8 6T y x= − +  ជាបនា�ត់ប៉ះ្រត�វ  

ចំេពះ 5
4

m = −  សមីក( )m∆  េទ( )1
5: 6
4

T y x= − +  ជាបនា�ត់ប៉ះ្រត�វ  

៦.គណន ( 1)f −  និង (3)f  រួចសងែ់ខ្សេក ( )C និងបនា�ត ( )d ្រពមទាំងបនា  

 ប៉ះទាំងអស់េទនឹងែខ្ស ( )C ែដលគូសេចញពីចំណុច A  ៖ 

េគមាន ( ) 3
3 4

f x x
x

= +
−

  ែដល  4
3

x ≠   

ចំេពះ 1x = −   េនាះ ( ) 3 101 1
7 7

f − = − − = −   ។ 

ចំេពះ 3x =   េនាះ ( ) 3 183 3
5 5

f = + =  ។ 
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23 4 3:
3 4

x xC y
x
− +

=
−
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5: 6
4
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( ) :d y x=
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លំហាត់ ទ០៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់ចំេពះ្រគចំនួនពិត 
1
2

x ≠  េដយ  

( )
2( 2)

2 1
xf x
x
−

=
−

  តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប់ចំនពតិ 1
2

x ≠  ចូរ្រសយប ��ក់ ( ) 7 9
2 4 4(2 1)
xf x

x
= − +

−
 ។ 

  គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប��ក់សមីករ ៃនអសុីមតូ 

 ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប ��ថាបន ា� ( ) 7:
2 4
xd y = −  ជសមីករអសុីមតូតេ្រទតៃន 

  ( )C  កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ
1
2

x ≠   ចូរ្រសយប ��ក់
( )2

2( 1)( 2)'( )
2 1

x xf x
x
+ −

=
−

 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប ��ក់ថាចំណ  1 3,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

៥.េគមានបីចំណុ  ,A BនិងM  ស�ិតេនេលីែខ្សេក( )C  មានអប់សុីសេរៀងគ  
    0, 1a bx x= =  និង 4mx = −  ។ 
 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  ,A B  និងM  ។ 
 ខ)សរេសរសមីករបន ា� ( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេកង្រតង់ ច 
    A  និង B  េរៀងគា� ។  បង �ញថាបន ( )1T និង ( )2T  ្រសបគា  
 គ)កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុច  ( )N C∈  េដយដឹងថាចតុេកAMBN   
     ជា្របេលឡូ្រក 
៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d ្រពមទំងបន ា�ត់( )1T និង ( )2T  ។ 
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 ដំេណាះ្រ  

១.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ
1
2

x ≠  ្រសយប ��ក់ ( ) 7 9
2 4 4(2 1)
xf x

x
= − +

−
 ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )
( )

2 2 22 4 4 4 16 16
2 1 2 1 4 2 1
x x x x xf x
x x x
− − + − +

= = =
− − −

  

                     

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

24 2 14 7 9 2 2 1 7 2 1 9
4 2 1 4 2 1

2 7 9 7 9
4 4 2 1 2 4 4 2 1

x x x x x x
x x

x x
x x

− − − + − − − +
= =

− −

−
= + = − +

− −

  

ដូចេនះ  ( ) ( )
7 9

2 4 4 2 1
xf x

x
= − +

−
  ។  

 គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
4
3

lim
x

f x
→

 រួចទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈ ( )C ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )
7 9

2 4 4 2 1
xf x

x
= − +

−
  ្រគប់ចំនួនពិត ≠

1
2

x   

េយងីបាន ( ) ( )→∞ →∞

 
= − + = ±∞ 

−  

7 9lim lim
2 4 4 2 1x x

xf x
x

 េ្រព 
( )→∞

=
−

9lim 0
4 2 1x x

  

េហយី  ( ) ( )→ →

 
= − + = ±∞ 

−  
1 1
2 2

7 9lim lim
2 4 4 2 1x x

xf x
x

  េ្រព
( )→

= ±∞
−1

2

9lim
4 2 1x x

 ។ 

េដយ ( )
→

= ±∞
1
2

lim
x

f x  េនាះបន ា� =
1
2

x  ជាអសុីមតូតឈរៃនែខ្ស ( )C ។ 

២.្រសយប ��ក( ) = −
7:

2 4
xd y  ជាសមីករអាសុីមតូតេ្រ( )C កលx →∞  

េគមា( ) ( ) ( )
= − +

−
7 9:

2 4 4 2 1
xC f x

x
  និង  ( ) = −

7:
2 4
xd y   

េគបាន
( ) ( )

− = − + − + =
− −

7 9 7 9( )
2 4 4 2 1 2 4 4 2 1
x xf x y

x x
 ។ 
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េដយេគមា
( )→∞ →∞

− = =   −
9lim ( ) lim 0

4 2 1x x
f x y

x
 េនាះេគទញបានថាប ( )d  

មានសមីក = −
7

2 4
xy   ជាអសុីមតូតេ្រទ 

ែខ្សេក ( )C  កលណx → ±∞  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវ ងប( )d និងែខ្សេង( )C  ៖ 

េគមាន ( ) ( )
− =

−
9

4 2 1
f x y

x
  ្រគប់ ≠

1
2

x  ។ 

.ចំេពះ − >2 1 0x  សមមូល  >
1
2

x  ឬ  ∈ + ∞ 
 

1 ,
2

x  េនាះែខ្សេ( )C  ស�ិតេន 

  ខងេលីបន ា� ( )d  ។ 

.ចំេពះ − <2 1 0x  សមមូល  <
1
2

x  ឬ  ∈ −∞ 
 

1,
2

x  េនាះែខ្សេ( )C  ស�ិតេន 

  ខងេ្រកមបន  ( )d  ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ ≠
1
2

x  ្រសយប ��ក 
( )2

2( 1)( 2)'( )
2 1

x xf x
x
+ −

=
−

 ៖ 

េយងីមា ( ) ( )
= − +

−
7 9

2 4 4 2 1
xf x

x
 ជាអនុគមន៍មានេដរ ីេវេល −

1{ }
2

 

េយងីបាន
( )

( )
( )
− −

= − =
− −

2

2 2

2 1 91 9'( )
2 2 2 1 2 2 1

x
f x

x x
  

                      ( )( )
( )

( )( )
( )

− − − + − +
= =

− −
2 2

2 1 3 2 1 3 4 2 1
2 2 1 2 2 1

x x x x
x x

  

ដូចេនះ 
( )2

2( 1)( 2)'( )
2 1

x xf x
x
+ −

=
−

 ។  

គូសតរាងអេថរភពៃនគមន៍ f  ៖ 
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េយងីមាន
( )2

2( 1)( 2)'( )
2 1

x xf x
x
+ −

=
−

 េដយ( )− >
22 1 0x  ្រគប ∈ −

1{ }
2

x   

េនាះ ( )'f x  មានស� �ដូចភាគយ ( )( )+ −2 1 2x x  ។ 

េបី ( )' 0f x =  សមមូល  ( )( )+ −2 1 2x x   េនាះ = −
 =

1
2

x
x

  

ចំេពះ = −1x  េគបាន ( )− = − − + = − − − = −
−

1 7 9 1 7 31 3
2 4 12 2 4 4

f  ។ 

ចំេពះ = 2x  េគបាន ( ) = − + = − + =
7 9 7 32 1 1 0
4 12 4 4

f   ។ 

តរងអេថរភា  
 
 
 
 
 

៤.្រសយប ��ក់ថចំណ  1 3,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ ( )C ៖ 

ចំណុច 1 3,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះរបស់ែខ្សេ ( )C តងអនុគមន៍ f  លុះ្រត 

∀ ∈ −0
1{ }
2

x  េគបាន ( ) ( )− + = −0 01 3f x f x   ។ 

េគមាន ( ) ( )
= − +

−
7 9

2 4 4 2 1
xf x

x
 េនាះេគបា ( ) ( )

= − +
−

0
0

0

7 9
2 4 4 2 1
xf x

x
  

េហយី  ( ) ( ) ( )
−

− = − + = − − −
− − −

0 0
0

0 0

1 7 9 5 91
2 4 4 2 2 1 2 4 4 2 1
x xf x

x x
   

េគបាន ( ) ( ) ( ) ( )
− + = − − − + − + = −

− −
0 0

0 0
0 0

5 9 7 91 3
2 4 4 2 1 2 4 4 2 1
x xf x f x

x x
   

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞1
2−1 2

0 0

−∞ −∞

+∞ +∞
−3

0

+ +− −
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ដូចេនះចំណុច  − 
 

1 3,
2 2

I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៥.ក)គណនាកូអរេដេនចំណុច ,A B  និងM  ៖ 

េគមាន ( ) ( )−
=

−

22
2 1
x

f x
x

  

េដយចំណុ  ,A BនិងM  ស�ិតេនេលីែខ្សេក( )C  មានអប់សុីសេរៀងគ  
 0, 1a bx x= =  និង 4mx = −  េនាះេគបាន 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
−−

= = = − = = =
− −

22 1 2(0 2)0 4 , 1 1
2 0 1 2 1 1a by f y f  និង = = −

−
36 4

9my  ។ 

ដូចេនះ  ( ) ( )−0, 4 , 1,1A B  និង ( )− −4, 4M  ។ 

ខ)សរេសរសមីករបនា� ( )1T និង ( )2T  ៖ 

បនា�ត ( )1T និង ( )2T ប៉ះេទនឹងែខ្សេកង្រតង់ ចA  និង B  មានេមគុ 

្របាប់ទិសេរៀង ( ) + −
= = −

− 2
2(0 1)(0 2)' 0 4

(0 1)
f  និង 

+ −
= = −

− 2
2(1 1)(1 2)'(1) 4

(2 1)
f   

សមីករបន ា�( )1T និង ( )2T អចសរេសរ  

( ) ( )= − − − = − −1 : 4 0 4 4 4T y x x  និង( ) ( )= − − + = − +2 : 4 1 1 4 5t y x x   
ដូចេនះ ( ) = − −1 : 4 4T y x   និង ( ) = − +2 : 4 5T y x   ។ 
បង�ញថាបន  ា( )1T និង ( )2T  ្រសបគា  
េដយបន ា�( ) = − −1 : 4 4T y x   និង ( ) = − +2 : 4 5T y x  មានេមគុណ្របាប់ 
េស�ីនឹង −4  ដូចគា�េនាះបន  ា( )1T និង ( )2T  ្រសបគា  

គ)កំណត់កូអរេដេនៃនចំណុច ( )N C∈   

តង 0x  ជអប់សុីសៃ ( )N C∈ េនាះ  −
 − 

2
0

0
0

( 2),
2 1
xN x
x

  ែដល  ≠0
1
2

x   

េដយដឹងថាចតុេកAMBN  ជា្របេលឡូ្រកមេនាះ =
 

AN MB   
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េគមាន  −
= + − 



2
0

0
0

( 2), 4
2 1
xAN x
x

  និង ( )=


5,5MB   

េដយ =
 

AN MB  សមមូល 
=


− + = −

0
2

0

0

5
( 2) 4 5
2 1

x
x
x

   សមមូល  =0 5x  ។ 

ដូចេនះ  ( )= 5,1N  ។ 

៦.សងែ់ខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d ្រពមទាំងបនា� ត់( )1T និង ( )2T  ៖ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 1

1

x

y

A

B

M

N

I

1
2

x =

( )1T ( )2T

( ) 7:
2 4
xd y = −

( )
2( 2):

2 1
xC y
x
−

=
−
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លំហាត់ ទ០៨ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) = − +
−
11

3
f x x

x
   ែដល  ≠ 3x  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
→3

lim
x

f x  រចួទញប��ក់សមីករ ៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក ( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប ��ក់ថាបន ( ) = −: 1d y x  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   
 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ ≠ 3x   ចូរ្រសយប ��ក់ − −
=

− 2
( 2)( 4)'( )

( 3)
x xf x

x
 ។ 

 គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 
៤.កំណត់សមីករបន ា�( )T ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ A  មា 

 អប់សុីស =
5
2

x  ។ 

៥.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )3,2I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C   
៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d និង( )T ក�ុងត្រម�យរួមគ ។ 

   គណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប�ង ខ់ ័ណ�េដយែខ ( )C និងបនា�ត ប៉ះ( )T និងបនា�ត  

    ឈរពីរ = 0x  និង =
5
2

x  ។ 

ដំេណាះ្រ  

១.គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
→3

lim
x

f x  ៖ 

េគមា ( ) = − +
−
11

3
f x x

x
  ្រគប់ ≠ 3x  ។ 
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េយងីបាន ( )
→∞ →∞

 = − + − 

1lim lim 1
3x x

f x x
x

  

.េបី x → −∞  េនាះ ( )
→−∞ →−∞

 = − + = −∞ − 

1lim lim 1
3x x

f x x
x

 

.េបី x → +∞  េនា ( )
→+∞ →+∞

 = − + = +∞ − 

1lim lim 1
3x x

f x x
x

 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
→ →

 = − + − 3 3

1lim lim 1
3x x

f x x
x

  

.េបី −→ 3x  េនាះ ( )
− −→ →

 = − + = −∞ − 3 3

1lim lim 1
3x x

f x x
x

 េ្រព
−→

= −∞
−3

1lim
3x x

  

.េបី +→ 3x  េនាះ ( )
+ +→ →

 = − + = +∞ − 3 3

1lim lim 1
3x x

f x x
x

 េ្រព
+→

= +∞
−3

1lim
3x x

  

ដូចេនះ  ( )
→

= ±∞
3

lim
x

f x   ។ 

ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន ( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
→

= ±∞
3

lim
x

f x    េនាះបន ា�ត់មានសម = 3x  ជ 

អសុីតូតឈររបស់ែខ្សេក( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប ��ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) = − +
−
1: ( ) 1

3
C f x x

x
  និង ( ) = −: 1d y x   

េគបាន ( ) − = − + − − = − − 

1 1( ) 1 1
3 3

f x y x x
x x

  

េដយ ( )
→∞ →∞

 − = =  −
1lim lim 0

3x x
f x y

x
  េនាះបន ា� ( )d មានសមីក = −1y x  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 
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សិក្សោទីតំងេធៀបរវ ងប( )d និងែខ្សេង( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) − =
−
1

3
f x y

x
  មានស� �ដូច −3x   ។ 

.េបី − >3 0x  សមមូល  > 3x  ឬ ( )∈ +∞3,x  េគបាន ( ) − = >
−
1 0

3
f x y

x
  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ ( )∈ +∞3,x  ។ 

.េបី − <3 0x  សមមូល  < 3x  ឬ ( )∈ −∞ ,3x  េគបាន ( ) − = <
−
1 0

3
f x y

x
  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព ( )∈ −∞ ,3x  ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ ≠ 3x   ្រសយប ��ក់ − −
=

− 2
( 2)( 4)'( )

( 3)
x xf x

x
 ៖ 

េយងីមាន ( ) = − +
−
11

3
f x x

x
 ជាអនុគមន៍មានេដរ ីេវេល − {3 }  ។ 

េយងីបាន −
= − − = −

− −2 2
( 3)' 1'( ) ( 1)' 1
( 3) ( 3)
xf x x
x x

  

                      
( )

( )( )
( )
− −− − − + − −

= = =
− − −

2

2 2 2

2 4( 3) 1 ( 3 1)( 3 1)
( 3) 3 3

x xx x x
x x x

  

ដូចេនះ  ( )( )
( )
− −

=
−

2

2 4
'( )

3
x x

f x
x

  ្រគប់ ≠ 3x   ។ 

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន ( )( )
( )
− −

=
−

2

2 4
'( )

3
x x

f x
x

  ្រគប់ ≠ 3x   ។ 

េដយ( )− >
23 0x  ្រគប់ ≠ 3x  េនាះ ( )'f x  មានស� �ដូ( )( )− −2 4x x  ។ 

េបី '( ) 0f x =  េគបាន( )( )− − =2 4 0x x  សមមូល  = =1 22 , 4x x  ។ 
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ចំេពះ = 2x  េនាះ ( ) = − + =
−
12 2 1 0

2 3
f  ។ 

ចំេពះ = 4x  េនាះ ( ) = − + =
−
14 4 1 4

4 3
f  ។ 

តរងអេថរភា  

 

 

 

 

 

៤.កំណត់សមីករបនា� ( )T ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ ( )C ្រតង M មនអាប់សុី =
5
2

x   

 តមររូបមន�( ) ( )0 0 0: '( )( )T y f x x x f x= − +   

 េដយ =0
5
2

x   េនាះ( )    = − +   
   

5 5 5: '( )
2 2 2

T y f x f   

 េគមាន
− −

= = −
− 2

5 5( 2)( 4)5 2 2'( ) 352 ( 3)
2

f   និង   = − + = − 
  −

5 5 1 11 52 2 23
2

f   

 េគបាន( )  = − − − = − + 
 

5 1: 3 3 7
2 2

T y x x   

 ដូចេនះ ( ) = − +: 3 7T y x   ។ 

៥.្រសយប ��ក់ I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ( ) :C   

x

'( )f x

( )f x

−∞ 2 3 4

0 0

+∞

− − ++
0

4−∞ −∞

+∞ +∞
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 តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )3,2I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   

 លុះ្រតែ ( ) ( )∀ ∈ − − + =0 0 0{3} : 6 4x f x f x   េ្រព = =3, 2a b  ។ 

 េគមាន ( ) = − +
−
11

3
f x x

x
  េនាះេគបាន ( ) = − +

−0 0
0

11
3

f x x
x

  

 និង ( )− = − − + = − + −
− − −0 0 0

0 0

1 16 6 1 5
6 3 3

f x x x
x x

 ។ 

 េគបាន ( )− + = − + − + − + =
− −0 0 0 0

0 0

1 1(6 ) 5 1 4
3 3

f x f x x x
x x

 ពិត 

 ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )3,2I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។  

៦.សងែ់ខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d និង( )T ក�ុងត្រម�យរួមគ ៖ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

( ) = − +
−
1: 1

3
C y x

x

( ) = − +: 3 7T y x

( ) = −: 1d y x

=1x

I
S

A
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គណនាៃផ�្រកឡាែផ�ក�� ង ខ់ ័ណ�េដយែខ ( )C និងបនា�ត់ប៉ ( )T និងបនា�ត  

ឈរពីរ = 0x  និង =
5
2

x  ៖ 

េគមាន( ) ( ) = − +
−
1: 1

3
C f x x

x
  និង ( ) = − +: 3 7T y x  ។ 

តងS  ជាៃផ�្រកឡាែដល្រត�វរក ។ តម្រកហ�ិកេយីងពិនិត្យេឃីញថ ( )T  

ស�ិតេនពីេលីែខ្សេ ( )C ក�ុងចេនា�ះ  = 0x  េទ =
5
2

x  ។ 

េយងីបាន ( ) = − + − − + − ∫
5
2

0

13 7 ( 1 )
3

S x x dx
x

  

                    = − + − = − + − −   − ∫
5

52
2 2

0
0

14 8 2 8 ln 3
3

x dx x x x
x

  

                 ( ) = − + − − − = + 
 

25 1 1520 ln ln3 ln6
2 2 2

  

ដូចេនះ  = + ≈
15 ln6 9.292
2

S  (ឯកតៃផ) ។ 

www.mathtoday.wordpress.com 

 

 

 

 

 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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លំហាត់ ទ០៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 3 2

2
x xf x

x
− + +

=
−

   ែដល  2x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 2x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប��ក់សមីករ ៃនអមតូតឈរ 

    ៃន្រក ( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប ��ក់ថាបន ( ) : 1d y x= − +  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   
 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ចូរ្រសយប ��ក់
2

2
( 2) 4'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

 ។ 

 បង�ញថ  f  ជាអនុគមន៍ចុះរួគូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 
៤.ក)រកសមីករបន ា�( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C េរៀងគា�្រត  

 ចំណុចM  និង N  មានអប់សុីសេរៀងគ  0Mx =  និង 4Nx =   ។ 

 ខ)េ្រកពីចំណ M និងN ចូរបង�ញថា មានបួនចំណុចេទៀតស�ិតេនេល  

 ( )C មានកូអរេដេនជាចំនួនគ ត់រឺឡាទីហ�ែដល្រត�វក 

 រក្របេភទៃនចតុេកណែដលបេង�ីតេដយបួនចំណុចេន  

៥.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d រចួគណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប�ង ខ់ ័ណ�េដ 

 េក( )C និងបនា�ត ( )d និងបនា�ត់ឈរពីរ  2x = −  និង 1x =  ។ 
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ដំេណាះ្រ  

១.ចំេពាះ្រគប 2x ≠  ្រស ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

   

េយងីមាន ( )
2 3 2

2
x xf x

x
− + +

=
−

   ្រគប់ 2x ≠   

េយងីបាន ( ) ( ) ( )2 2 2 42 2 4
2 2

x x xx x xf x
x x

− − + − +− + + − +
= =

− −
  

                     ( 2)( 1) 4 41
2 2

x x x
x x

− − + +
= = − + +

− −
  

ដូចេនះ  ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

 ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
→3

lim
x

f x  ៖ 

េគមា ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

  ្រគប់ 2x ≠  ។ 

េយងីបា ( ) 4lim lim 1
2x x

f x x
x→∞ →∞

 = − + + − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 4lim lim 1
2x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − + + = +∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 4lim lim 1
2x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − + + = −∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
2 2

4lim lim 1
2x x

f x x
x→ →

 = − + + − 
  

.េបី 2x −→  េនាះ ( )
2 2

4lim lim 1
2x x

f x x
x− −→ →

 = − + + = −∞ − 
 េ្រព

2

4lim
2x x−→
= −∞

−
  

.េបី 2x +→  េនាះ ( )
2 2

4lim lim 1
2x x

f x x
x+ +→ →

 = − + + = +∞ − 
 េ្រព

2

4lim
2x x+→
= +∞

−
  

ដូចេនះ  ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 
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ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបន ា�ត់មានសម 2x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប ��ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 4: ( ) 1
2

C f x x
x

= − + +
−

  និង ( ) : 1d y x= − +   

េគបាន ( )4 4( ) 1 1
2 2

f x y x x
x x

 − = − + + − − + = − − 
  

េដយ ( ) 4lim lim 0
2x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =  −
  េនាះបន ា� ( )d មានសមីក 1y x= − +  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវ ងប( )d និងែខ្សេង( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 4
2

f x y
x

− =
−

  មានស� �ដូច 2x −   ។ 

.េបី 2 0x − >  សមមូល  2x >  ឬ ( )2,x ∈ +∞  េគបាន ( ) 4 0
2

f x y
x

− = >
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ ( )2,x ∈ +∞  ។ 

.េបី 2 0x − <  សមមូល  2x <  ឬ ( ),2x ∈ −∞  េគបាន ( ) 4 0
2

f x y
x

− = <
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព ( ),2x ∈ −∞  ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ្រសយប ��ក់
2

2
( 2) 4'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរ ីេវេល { 2 }−  ។ 
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េយងីបាន 2 2
4( 2)' 4'( ) ( 1)' 1
( 2) ( 2)

xf x x
x x

−
= − + − = − −

− −
  

                      
2 2

2 2
( 2) 4 ( 2) 4
( 2) ( 2)
x x
x x

− − − − +
= = −

− −
  

ដូចេនះ 
2

2
( 2) 4'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

  ្រគប់ 2x ≠   ។ 

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន
2

2
( 2) 4'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

  ្រគប់ 2x ≠   ។ 

េដយ( )22 0x − >  ្រគប់ 2x ≠  និង ( )22 4 0x − + >  េនាេគទញប 

( )
2

2
( 2) 4' 0

( 2)
xf x

x
− +

= − <
−

 េនាះ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�្រ 2x ≠   ។ 

តរងអេថរភា  

 

 

 

 

 

៤.ក)រកសមីករបនា� ( )1T និង ( )2T  ែដលប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C េរៀងគ�្រតង់ចំណ   M   

   និង N  មនអាប់សុីសេរៀងគ  0Mx =  និង 4Nx =   ៖ 

.ចំេពះ 0Mx =  េគបាន ( ) 40 0 1 1
2My f= = + + = −
−

 េនាះ ( )0, 1M −  ។ 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞2

+∞

−∞

+∞

−∞

− −
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.ចំេពះ 4Nx =  េគបាន ( ) 44 4 1 1
4 2Ny f= = − + + = −
−

  េនា ( )4, 1N −  ។ 

បនា�ត ( )1T និង ( )2T ប៉ះេទនឹងែខ្សេកង្រតង់ ចM  និង N  មានេមគុ 

្របាប់ទិសេរៀង ( ) 4 4' 0 2
4

f +
= − = −  និង 

4 4'(4) 2
4

f +
= − = −   

សមីករបន ា�( )1T និង ( )2T អចសរេសរ  

( ) ( )1 : 2 0 1 2 1T y x x= − − − = − −  និង( ) ( )2 : 2 4 1 2 7T y x x= − − − = − +   

ដូចេនះ ( )1 : 2 1T y x= − −   និង ( )2 : 2 7T y x= − +   ។ 

ខ.រកបួនចំណុចស�ិតេនេលែខ្សេ ( )C មនកូអរេដេនជាចំនួនរឡឺាទ ហី 

េគមាន ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

 ្រគប់ { 2 }x ∈ −   

េដីម្បីឲ្ ( )f x  ជាចំនួនគត់រឺឡាទីហ�លុះ្រត  4
2x −

 ជាចំនួនគត់រឺឡាទីហ�ចំេ  

x  ជាចំនួនគត់រឺឡាទីហ�ែដរេពល គ្រត�វឲ្( )2 { 4, 2, 1 , 1 , 2 , 4 }x − ∈ − − −   

សមមូល  { 2,0,1,3,4 ,6 }x ∈ −  ។ 

.ចំេពះ 2x = −  េគបាន 4( 2) 2 1 2
2 2

f − = + + =
− −

 េនាះ ( )2,2A −  ។ 

.ចំេពះ 0x =  េគបាន ( ) 40 0 1 1
2

f = + + = −
−

 េនាះ ( )0, 1M −  ។ 

.ចំេពះ 1x =  េគបាន 4(1) 1 1 4
1 2

f = − + + = −
−

 េនាះ ( )1, 4B −  ។ 

.ចំេពះ 3x =  េគបាន ( ) 43 3 1 2
3 2

f = − + + =
−

  េនា ( )3,2D  ។ 

.ចំេពះ 4x =  េគបាន ( ) 44 4 1 1
4 2

f = − + + = −
−

  េនា ( )4, 1N −  ។ 
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.ចំេពះ 6x =  េគបាន ( ) 46 6 1 4
6 2

f = − + + = −
−

 េនាះ ( )6, 4C −  ។ 

ដូចេនះ  ( ) ( ) ( )2,2 , 1, 4 , 6, 4A B C− − −  និង ( )3,2D  ។ 

រក្រ�េទៃនចតុេកណែដលបេង�តេដយបួនចំណ  :ABCD    

េយងីមាន ( )3, 6AB = −


 និង ( )3,06DC =


  េនាះេគបាAB DC=
 

  

ដូចេនះចតុេកABCD  ជា្របេលឡូ្រ 

៥.្រសយថចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ៖ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   

លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0{2} : 4 2x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 2, 1a b= = −  ។ 

េគមា ( ) 41
2

f x x
x

= − + +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

41
2

f x x
x

= − + +
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

4 44 4 1 3
4 2 2

f x x x
x x

− = − + + + = − −
− − −

 ។ 

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

4 4(4 ) 3 1 2
2 2

f x f x x x
x x

− + = − − − + + = −
− −

 ពិត 

ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។  

៦.សងែ់ខ្េក( )C និងបនា�ត ( )d រួចគណនាៃផ�្រកឡាែផ�ក�� ង ខ់ ័ណ�េដយែខ ( )C  

 និងបនា�ត ( )d និងបនា�ត់ឈរពីរ  2x = −  និង 1x =  ៖ 

េគមន ( ) ( ) 4: 1
2

C f x x
x

= − + +
−

  

          ( ) : 1d y x= − +   
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តSជៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ័ណ�េដយែខ្  ( )C បនា�ត ( )d  និងបនា�ត់ឈ  

2x = −  និង 1x =   ។ 

េយងីបាន ( )
1

2

41 ( 1 )
2

S x x dx
x−

 = − + − − + + − ∫   

1
1

2
2

4 4 ln 2 8ln2
2

S dx x
x −

−

 = − = − − = −∫   ។ 

ដូចេនះ  8ln2 5.5452S = ≈   (ឯកតៃផ�)  
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លំហាត់ ទ១០ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 3 2

1
x xf x

x
− −

=
−

   ែដល  1x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 1x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 42
1

f x x
x

= − −
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 រចួទញប��ក់សមីករ ៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប ��ក់ថាបន ( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្ៃនែខ្សេក( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ចូរ្រសយប ��ក់
2

2
( 1) 4'( )

( 1)
xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 បង�ញថ  f  ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�រគូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.េគគូសូបនា�ត ( ) : 2 2y x∆ = +   កត់ែខ្សេ( )C ្រតង់ពីចំណុ AនិងB។ 

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ AនិងB  ។ 

 ខ)រកចំណុចទំងអស់ស�ិតេនេលីែខ្ស ( )C ែដលបនា�ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចទ   

     េនាះ្រសបេទនឹងបនា ( )∆  ។ 

៥.ចូរ្រយថាចំណុច  ( )1, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d រចួគណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប�ង ខ់ ័ណ�េដ 

 េក( )C និងបនា�ត ( )d និងបនា�ត់ឈរពីរ  2x =  និង 5x =  ។ 
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ដំេណាះ្រ  

១.ចំេពាះ្រគប 1x ≠  ្រស ( ) 42
1

f x x
x

= − −
−

   

េយងីមាន ( )
2 3 2

1
x xf x

x
− −

=
−

   ្រគប់ 1x ≠   

េយងីបាន ( ) ( ) ( )2 1 2 1 42 2 4
1 1

x x xx x xf x
x x

− − − −− − + −
= =

− −
  

                     ( 1)( 2) 4 42
1 1

x x x
x x

− − −
= = − −

− −
  

ដូចេនះ  ( ) 42
1

f x x
x

= − −
−

 ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 ៖ 

េគមា ( ) 42
1

f x x
x

= − −
−

  ្រគប់ 1x ≠  ។ 

េយងីបាន ( ) 4lim lim 2
1x x

f x x
x→∞ →∞

 = − − − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 4lim lim 2
1x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − − = −∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 4lim lim 2
1x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − − = +∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
1 1

4lim lim 2
1x x

f x x
x→ →

 = − − − 
  

.េបី 1x −→  េនាះ ( )
1 1

4lim lim 2
1x x

f x x
x− −→ →

 = − − = +∞ − 
 េ្រព

1

4lim
1x x−→
= −∞

−
  

.េបី 1x +→  េនាះ ( )
1 1

4lim lim 2
1x x

f x x
x+ +→ →

 = − − = −∞ − 
 េ្រព

1

4lim
1x x+→
= +∞

−
  

ដូចេនះ  ( )
1

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 
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ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈ្រក( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
1

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបន ា�ត់មានសម 1x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប ��ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 4: ( ) 2
1

C f x x
x

= − −
−

  និង ( ) : 2d y x= −   

េគបាន ( )4 4( ) 2 2
1 1

f x y x x
x x

 − = − − − − = − − − 
  

េដយ ( ) 4lim lim 0
1x x

f x y
x→∞ →∞

− − = =  −
  េនាះបន ា� ( )d មានសមីក 2y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរបស់ែខ្( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវ ងប( )d និងែខ្សេង( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 4
1

f x y
x

− = −
−

  មានស� �ដូច 1x− +   ។ 

.េបី 1 0x− + >  សមមូល  1x <  ឬ ( ),1x ∈ −∞  េគបាន ( ) 4 0
1

f x y
x

− = − >
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលនា�ត ( )d  ចំេពះ ( ),1x ∈ −∞  ។ 

.េបី 1 0x− + <  សមមូល  1x >  ឬ ( )1,x ∈ + ∞  េគបាន ( ) 4 0
1

f x y
x

− = − <
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេមបនា�ត ( )d  ចំេព ( )1,x ∈ + ∞  ។ 

៣.ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិ 1x ≠   ្រសយប ��ក់
( )
( )

2

2

1 4
'( )

1
x

f x
x
− +

=
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 42
1

f x x
x

= − −
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរ ីេវេល {1}−  ។ 
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េយងីបន 2 2
4( 1)' 4'( ) ( 2)' 1
( 1) ( 1)

xf x x
x x

−
= − + = +

− −

2

2
( 1) 4

( 1)
x

x
− +

=
−

  

ដូចេនះ 
2

2
( 1) 4'( )

( 1)
xf x

x
− +

=
−

  ្រគប់ 1x ≠   ។ 

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន
2

2
( 1) 4'( )

( 1)
xf x

x
− +

=
−

  ្រគប់ 1x ≠   ។ 

េដយ( )21 0x − >  ្រគប់ 1x ≠  និង ( )21 4 0x − + >  េនាេគទញប 

( )
2

2
( 1) 4' 0

( 1)
xf x

x
− +

= >
−

 េនាះ f  ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�្រ 1x ≠   ។ 

តរងអេថរភា  

 

 

 

 

 

៤.ក)គណនកូអរេដេនៃនចំណុច AនិងB  ៖ 

េគមា( ) : 2 2y x∆ = +   និង  ( )
2 3 2:

1
x xC y

x
− −

=
−

  

សមីករអប់សុីសចំណុច្រប AនិងB រវងបន ា�( )∆ និងែខ្សេក( )C ៖ 
2 3 22 2

1
x xx

x
− −

+ =
−

  សមមូល  2 22 2 3 2x x x− = − −   

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞1

+∞

−∞

+∞

−∞

+ +



  េមេរៀនទី៤               ែខ្សេងអនគុមនស៍ន�ទាន                    ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 110 
 

សមមូល  2 3 0x x+ =   េនាះេគទញប� 1 23 , 0x x= − =  ។ 

.ចំេពះ 3x = −   េនាះ ( )2 3 2 4y = − + = −  ។ 

.ចំេពះ 0x =   េនាះ ( )2 0 2 2y = + =   ។ 

ដូចេនះ  ( )3, 4A − −   និង ( )0,2B   ។ 

ខ)រកចំណុចទាំងអស ស់�ិតេនេលែខ្ស( )C ែដលបនា�ត់ប៉ ះ្រតង់ចំណុចទាំងេនាះ្   

នឹងបនា�ត់ ( )∆  ៖ 

តងចំណុច  ( )M C∈  មានអប់សុី 0x   េនាះ
2

0 0
0

0

3 2,
1

x xM x
x

 − −
 − 

  

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបន ា( )T ប៉ះ( )C ្រតងM គឺ  ( ) ( )
( )

2
0

0 2
0

1 4
'

1
x

f x
x
− +

=
−

  

េបី ( ) ( )/ / : 2 2T y x∆ = +   សមមូល  ( )
( )

2
0

2
0

1 4
2

1
x

x
− +

=
−

  

សមមូល ( ) ( )2 2
0 01 4 2 1x x− + = −   

សមមូល ( )20 1 4x − =   េគទញប�ស 0 0' 1 , '' 3x x= − =  ។ 

ចំេពះ 0 ' 1x = −   េនាះ ( ) 1 3 21 1
1 1

f + −
− = = −

− −
 ។ 

ចំេពះ 0 '' 3x =   េនាះ ( ) 9 9 23 1
3 1

f − −
= = −

−
 ។ 

ដូចេនះ  ( )' 1, 1M − −  និង ( )'' 3, 1M −   ជាចំណុច្រត�វរ  

៥.្រសយថចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ៖ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )1, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   
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លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0{1} : 2 2x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 2, 1a b= = −  ។ 

េគមាន ( ) 42
1

f x x
x

= − −
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

42
1

f x x
x

= − −
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

4 42 2 2
2 1 1

f x x x
x x

− = − − − = − +
− − −

 ។ 

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

4 4(2 ) 2 2
1 1

f x f x x x
x x

− + = − + + − − = −
− −

 ពិត 

ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )1, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។  

៦.សងែ់ខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d រួចគណនាៃផ�្រកឡាែផ�ក�� ង ខ់ ័ណ�េដយែខ ( )C  

 និងបនា�ត ( )d និងបនា�ត់ឈរពីរ  2x =  និង 5x =  ៖ 

េគមាន( ) ( ) 4: 2
1

C f x x
x

= − −
−

  

          ( ) : 2d y x= −   

តSជៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ័ណ�េដយែខ្  ( )C បនា�ត ( )d  និងបនា�ត់ឈ  

2x =  និង 5x =   ។ 

េយងីបាន ( )
5

2

42 ( 2 )
1

S x x dx
x

 = − − − − − ∫   

5
5

2
2

4 4 ln 1 8ln2
1

S dx x
x

 = = − = −∫   ។ 

ដូចេនះ  8ln2 5.5452S = ≈   (ឯកតៃផ�)  
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លំហាត់ ទ១១ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 5 4

2
x xf x

x
− +

=
−

   ែដល  2x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 2x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 23
2

f x x
x

= − −
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប��ក់សមីករ ៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប ��ក់ថាបន ( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ចូរ្រសយប ��ក់
2

2
( 2) 2'( )

( 2)
xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 បង�ញថ  f  ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�រគូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ែខ្សេក( )C កត់អ័ក្សអប់សុ( )ox  ្រតង់ពីរចំណុ AនិងB។ 

 ក)គណនាកូអរេដៃនចំណុច AនិងB  (េគដឹងថា A Bx x<  )។ 

 ខ)សរេសរសមីករបន ា� ( )1T និង( )2T ប៉ះេទនឹងែខ្សេក( )C េរៀងគា�្រត  

 ចំណុចAនិងB រចួគណនាកូអរេដេនៃនចំណ Sជា្របសព�រ( )1T និង( )2T  

៥.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា�ត ( ) ( ) ( )1 2, ,d T T រចួគណនាៃផ�្រកឡាែផ�កប 

 ខ័ណ� េដយែខ្សេ( )C និងបនា�ត ( )1T និងបនា�ត់ឈរពីរ  2x = −  និង 1x =  ។ 
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ដំេណាះ្រ  

១.ចំេពាះ្រគប 2x ≠  ្រស ( ) 23
2

f x x
x

= − −
−

   

េយងីមាន ( )
2 5 4

2
x xf x

x
− +

=
−

   ្រគប់ 2x ≠   

េយងីបាន ( ) ( ) ( )2 2 3 2 22 3 6 2
2 2

x x xx x xf x
x x

− − − −− − + −
= =

− −
  

                     ( 2)( 3) 2 23
2 2

x x x
x x

− − −
= = − −

− −
  

ដូចេនះ  ( ) 23
2

f x x
x

= − −
−

 ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 ៖ 

េគមា ( ) 23
2

f x x
x

= − −
−

  ្រគប់ 2x ≠  ។ 

េយងីបាន ( ) 2lim lim 3
2x x

f x x
x→∞ →∞

 = − − − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 2lim lim 3
2x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − − = −∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 2lim lim 3
2x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − − = +∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
2 2

2lim lim 3
2x x

f x x
x→ →

 = − − − 
  

.េបី 2x −→  េនាះ ( )
2 2

2lim lim 3
2x x

f x x
x− −→ →

 = − − = +∞ − 
 េ្រព

2

2lim
2x x−→
= −∞

−
  

.េបី 2x +→  េនាះ ( )
2 2

2lim lim 3
2x x

f x x
x+ +→ →

 = − − = −∞ − 
 េ្រព

2

2lim
2x x+→
= +∞

−
  

ដូចេនះ  ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 
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ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន( )C  ៖ 

តមស្រមាយខងេលីេ ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបន ា�ត់មានសម 2x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប ��ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 2: ( ) 3
2

C f x x
x

= − −
−

  និង ( ) : 3d y x= −   

េគបាន ( )2 2( ) 3 3
2 2

f x y x x
x x

 − = − − − − = − − − 
  

េដយ ( ) 2lim lim 0
2x x

f x y
x→∞ →∞

− − = =  −
  េនាះបន ា� ( )d មានសមីក 3y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរែខ្សេក( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវ ងប( )d និងែខ្សេង( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 2
2

f x y
x

− = −
−

  មានស� �ដូច 2x− +   ។ 

.េបី 2 0x− + >  សមមូល  2x <  ឬ ( ),2x ∈ −∞  េគបាន ( ) 2 0
2

f x y
x

− = − >
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេពះ ( ),2x ∈ −∞  ។ 

.េបី 2 0x− + <  សមមូល  2x >  ឬ ( )2,x ∈ + ∞ េគបា ( ) 2 0
2

f x y
x

− = − <
−

  

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព ( )2,x ∈ + ∞  ។ 

៣.ចំេពាះ្ប់ចំនួនពិត  2x ≠   ្រសយប ��ក់
( )
( )

2

2

2 2
'( )

2
x

f x
x
− +

=
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 23
2

f x x
x

= − −
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរ ីេវេល { 2 }−  ។ 
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េយងីបាន 2 2
2( 2)' 2'( ) ( 3)' 1
( 2) ( 2)

xf x x
x x

−
= − + = +

− −

2

2
( 2) 2

( 2)
x

x
− +

=
−

  

ដូចេនះ 
2

2
( 2) 2'( )

( 2)
xf x

x
− +

=
−

  ្រគប់ 2x ≠   ។ 

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន
2

2
( 2) 2'( )

( 2)
xf x

x
− +

=
−

  ្រគប់ 2x ≠   ។ 

េដយ( )22 0x − >  ្រគប់ 2x ≠  និង ( )22 2 0x − + >  េនាេគទញប 

( )
2

2
( 2) 2' 0

( 2)
xf x

x
− +

= >
−

 េនាះ f  ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�្រ 2x ≠   ។ 

តរងអេថរភា  

 

 

 

 

 

៤.ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ AនិងB  ៖ 

សមីករអប់សុីសចំណុច្របសព�រវងែខ្ ( )C កត់អ័ក្សអប់ស( )ox គឺ៖ 
2 5 4( ) 0

2
x xf x

x
− +

= =
−

  សមមូល  2 5 4 0x x− + =   

េដយ 0a b c+ + =  េនាះេគទញប� 1 21 , 4x x= =  ។ 

ដូចេនះ  ( )1,0A  និង ( )4,0B  ។  

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞2

+∞

−∞

+∞

−∞

+ +
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ខ)សរេសរសមីករបនា� ( )1T និង( )2T ប៉ះ( )C េរៀងគ�្រតង់ចំណ   AនិងB៖ 

.សមីករបន ត់( )1T ប៉ះ( )C ្រតង់ចំណុ A  គឺ ( ) ( )1 : '( )( )A A AT y f x x x f x= − +   

ឬ ( )1 : '(1)( 1) (1)T y f x f= − +  េដយ
2

2
(1 2) 2'(1) 3

(1 2)
f − +

= =
−

 និង (1) 0f =   

ដូចេនះ ( ) ( )1 : 3 1 3 3T y x x= − = −  ។ 

.សមីករបន ា�( )2T ប៉ះ( )C ្រតង់ចំណុ B  គឺ ( ) ( )2 : '( )( )B B BT y f x x x f x= − +   

ឬ ( )2 : '(4)( 4) (4)T y f x f= − +  េដយ
2

2
(4 2) 2 3'(4)

2(4 2)
f − +

= =
−

 និង (4) 0f =   

ដូចេនះ ( ) ( )2
3 3: 4 6
2 2

T y x x= − = −  ។ 

គណនាកូអរេដេនៃនចំណ Sជា្របសព�រ( )1T និង( )2T ៖ 

កូអរេដេនៃនចំណុ Sជា្របសព�រ( )1T និង( )2T គឺជាគចេម�ីយៃន្របព័ន�សមីក 
3 3
3 6
2

y x
xy

= −



= −

  បនា�ប់ពីេដះ្រសយេ  2 , 9x y= − = −  ។ 

ដូចេនះ  ( )2, 9S − −  ។ 

៥.្រសយថចំណ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ៖ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   
លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0{2} : 4 2x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 2, 1a b= = −  ។ 

េគមាន ( ) 23
2

f x x
x

= − −
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

23
2

f x x
x

= − −
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

2 24 4 3 1
4 2 2

f x x x
x x

− = − − − = − + +
− − −

 ។ 
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េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

2 2(4 ) 1 3 2
2 2

f x f x x x
x x

− + = − + + + − − = −
− −

 ពិត 

ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។  

៦.សងែ់ខ្សេក( )C និងបនា�ត ( )d រួចគណនាៃផ�្រកឡាែផ�ក�� ង ខ់ ័ណ�េដយែខ ( )C  

   និងបនា�ត ( )1T និងបនា�ត់ឈរពីរ  2x = −  និង 1x =  ៖ 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

0 1

1

x

y

( )1T

A B

S
( ) : 3d y x= −

I

2x =

( )
2 5 4:

2
x xC y

x
− +

=
−

( )2T
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តងS  ជាៃផ�្រកឡាៃនែផ�ង់ខ័ណ� េដយែខ្សេ ( ) 2: 3
2

C y x
x

= − −
−

  

និងបនា�ត់ប៉ះ ( )1 : 3 3T y x= −  និងបនា�ត់ឈរ  2 , 1x x= − =  ។ 

េដយេលីចេនា�  2,1−   ែខ្សេក ( )C  ស�ិតេនពីេលីបន ា�ត់ប( )1T  េនាះេគប 

1 1

2 2

2 2( 3 ) (3 3) 2
2 2

S x x dx x dx
x x− −

   = − − − − = − −  − −   ∫ ∫   

   ( ) ( )12
2

2ln 2 1 2ln1 4 2ln4

1 0 4 4 ln2 3 4 ln2 5.77

x x
−

 = − − − = − − − − − 
= − − + + = + ≈

  

ដូចេនះ  5.77S =   (ឯកតៃផ�្រកឡា 

www.mathtoday.wordpress.com 
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លំហាត់ ទ១២ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
23 2

2
x xf x

x
+ −

=
−

   ែដល  2x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 2x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប��ក់សមីករ ៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក ( )C  ។ 
២.ចូរ្រសយប ��ក់ថាបន ( ) :d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   
 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ចូរ្រសយប ��ក់
2

2
( 2) 3'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

 ។ 

 បង ញថា f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�រគូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 
៤.ចូរ្រសយថាចំណ  ( )2, 2I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C រចួសង់ែខ្សេក ( )C ។ 
៥.េគពិនិត្បនា�ត់ ( ) : 4m y mx m∆ = + +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
 ក)ចូរបង�ញថាបន  ា( )m∆ កត់តមចំណុចន M មួយ្រគប់តៃមm។ 
 ខ)កំណត់តៃម�m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួកំណត់សមីក 
     ៃនបនា�ត់ប៉ះទំងេ នាះនិងសង់វក�ុងត្រម�យរួមគា�ជាមួ ( )C ។ 
 គ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់ែខ្សេ ( )C ែតមួយចំណុចគត់រចួ 

        សង់បនា�ត ( )m∆  ចំេពះតៃម�m  ែដលេទីបរកេឃញី។ 

 ឃ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់ែខ្សេក( )C បានពីរចំណុចេផ្សង   

 A  និង B  រចួសរេសរទំនាក់ទំនងមិនអ្រស័យនm  រវងអប់សុ 'x និង ''x   

 ៃនចំណុចA  និងB  ។  
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ដំេណាះ្រ   

១.ចំេពាះ្រគប 2x ≠  ្រស ( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

   

េយងីមាន ( )
23 2

2
x xf x

x
+ −

=
−

   ្រគប់ 2x ≠   

េយងីបាន ( ) ( 2) 3 3
2 2

x xf x x
x x

− − +
= = − +

− −
 ។ 

ដូចេនះ  ( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

 ។ 

គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 ៖ 

េគមា ( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

  ្រគប់ 2x ≠  ។ 

េយងីបាន ( ) 3lim lim
2x x

f x x
x→∞ →∞

 = − + − 
  

.េបី x → −∞  េនាះ ( ) 3lim lim
2x x

f x x
x→−∞ →−∞

 = − + = +∞ − 
 

.េបី x → +∞  េនាះ ( ) 3lim lim
2x x

f x x
x→+∞ →+∞

 = − + = −∞ − 
 

ដូចេនះ  ( )lim
x

f x
→∞

= ±∞  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀ ( )
2 2

3lim lim
2x x

f x x
x→ →

 = − + − 
  

.េបី 2x −→  េនាះ ( )
2 2

3lim lim
2x x

f x x
x− −→ →

 = − + = −∞ − 
 េ្រព

2

3lim
2x x−→
= −∞

−
  

.េបី 2x +→  េនាះ ( )
2 2

3lim lim
2x x

f x x
x+ +→ →

 = − + = +∞ − 
 េ្រព

2

3lim
2x x+→
= +∞

−
  

ដូចេនះ  ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞   ។ 

ទាញប� �ក់សមីករៃនអាសុីមតូតឈរៃន ( )C  ៖ 
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តមស្រមាយខងេលីេ ( )
2

lim
x

f x
→

= ±∞    េនាះបន ា�ត់មានសម 2x =  ជ 

អសុីមតូតឈររបស់ែខ្សេ( )C  តងអនុគមន f  ។ 

២.្រសយប ��ក់ថ បន( )d ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C កលx →∞   

េគមាន( ) 3: ( )
2

C f x x
x

= − +
−

  និង ( ) :d y x= −   

េគបាន ( )3 3( )
2 2

f x y x x
x x

 − = − + − − = − − 
  

េដយ ( ) 3lim lim 0
2x x

f x y
x→∞ →∞

 − = =  −
  េនាះបន ា� ( )d មានសមីក y x= −  

ជាអសុីមតូតេ្រទតរែខ្សេក( )C  តងអនុគមន f  ។ 

សិក្សោទីតំងេធៀបរវ ងប( )d និងែខ្សេង( )C  ៖ 

េយងីមាន ( ) 3
2

f x y
x

− =
−

  មានស� �ដូច 2x −   ។ 

.េបី 2 0x − >  សមមូល  2x >  ឬ ( )2,x ∈ + ∞ េគបា ( ) 3 0
2

f x y
x

− = >
−

   

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេលីបន ា( )d  ចំេព ( )2,x ∈ + ∞  ។ 

.េបី 2 0x − <  សមមូល  2x <  ឬ ( ),2x ∈ −∞  េគបា ( ) 3 0
2

f x y
x

− = <
−

   

ដូចេនះែខ្សេក( )C  ស�ិតេនខងេ្រកមប ( )d  ចំេព ( ),2x ∈ −∞   ។ 

៣.ចំេពាះ្ប់ចំនួនពិត  2x ≠   ្រសយប ��ក់
( )
( )

2

2

2 3
'( )

2
x

f x
x
− +

= −
−

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

 ជាអនុគមន៍មានេដរ ីេវេល { 2 }−  ។ 

េយងីបាន 2 2
3( 2)' 3'( ) ( )' 1
( 2) ( 2)

xf x x
x x

−
= − − = − −

− −

2

2
( 2) 3

( 2)
x

x
− +

= −
−
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ដូចេនះ 
2

2
( 2) 3'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

  ្រគប់ 2x ≠   ។ 

គូសតរាងអេថរភពៃនអនុគ f  ៖ 

េគមាន
2

2
( 2) 3'( )

( 2)
xf x

x
− +

= −
−

  ្រគប់ 2x ≠   ។ 

េដយ( )22 0x − >  ្រគប់ 2x ≠  និង ( )22 3 0x − + >  េនាេគទញប 

( )
2

2
( 2) 3' 0

( 2)
xf x

x
− +

= − <
−

 េនាះ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�្រ 2x ≠   ។ 

តរងអេថរភា  

 

 

 

 

 

៤.្រសយថចំណ  ( )2, 2I −  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C និងសង (់ )C   ៖ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =   ចំណុច ( )2, 2I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន( )C   
លុះ្រតែ ( ) ( )0 0 0{2} : 4 4x f x f x∀ ∈ − − + = −   េ្រព 2, 2a b= = −  ។ 

េគមាន ( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

  េនាះេគបាន ( )0 0
0

3
2

f x x
x

= − +
−

  

និង ( )0 0 0
0 0

3 34 4 4
4 2 2

f x x x
x x

− = − + + = − −
− − −

 ។ 

េគបាន ( )0 0 0 0
0 0

3 3(4 ) 4 4
2 2

f x f x x x
x x

− + = − − − + = −
− −

 ពិត 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞2

+∞

−∞

+∞

−∞

− −
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ដូចេនះេយងីសន�ិដ �នថាចំណុ  ( )2, 2I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

៥.ក)បង �ញបនា�ត ( )m∆ កត់តមចំណុចន M មួយ្រគប់តៃមm៖ 

េគមាន( ) : 4m y mx m∆ = + +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   
េគអចសរេសរ( ) ( )4 1y m x− = +   

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0 1

1

x

y

I

M

B

A

2x =

( ) :d y x= −

( )1 : 3y x−∆ = − +

( ) : 4m y mx m∆ = + +

( )
23 2:

2
x xC y

x
+ −

=
−
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សមីករចុងេ្រេនះេផ��ងផា�ត់ជានិច�្រគប់ត mលុះ្រត 1 0
4 0

x
y
+ =


− =

  

េគទញបា 1 , 4x y= − =  ។ ដូចេនះចំណុចនឹងែដល្រត�វរកគឺ ( )1,4M −  ។ 

ខ)កំណត់តៃម�m  េដម្បី ឲ្យបនា  ( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក ( )C រួចកំណត់សមីករៃនបនា�ត់ប  

ទាំងេនាះនិង សង់វក�ុងត្រម�យរួមគ�ជាមួយ  ( )C ៖ 

េគមាន( ) : 4m y mx m∆ = + +   និង ( )
23 2:

2
x xC y

x
+ −

=
−

  

សមីករអប់សុីសចំណុច្រប រវងបន ា�( )m∆ និងែខ្សេក( )C សរេសរ ៖ 

           
23 24

2
x xmx m

x
+ −

+ + =
−

 

សមមូល  2( 2)( 4) 3 2x mx m x x− + + = + −   
សមមូល  2 2( 4) 2 2 8 2 3 0mx m x mx m x x+ + − − − + − − =   
សមមូល  ( )2( 1) ( 2) (2 11) 0m x m x m E+ − − − + =   
ឌីស្រគីមីណង់សមីក( )E គឺ  2( 2) 4( 1)(2 11)m m m∆ = − + + +   

                                         ( )

( )( )

2 2

22

4 4 8 44 8 44
9 48 48 3 8 16
(3 8 4)(3m 8 4)
3 12 3 4

m m m m m

m m m
m
m m

= − + + + + +

= + + = + −

= + + + −

= + +

  

េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  លុះ្រតែតសមី( )E មានប�សឌុ 

េពលគឺេគ្រត�វឲ ( )( )3 12 3 4 0m m∆ = + + =  សមមូល  1 2
44,
3

m m= − = −  ។ 

ដូចេនះ  1 2
44,
3

m m= − = −  ។ 

ចំេពះ 4m = −  េគបាន( )4 : 4y x−∆ = −   ។ 

ចំេពះ 4
3

m = −  េគបាន 4
3

4 8:
3 3

y x
−

 
∆ = − + 
 
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ដូចេនះ( )4 : 4y x−∆ = −   និង 4
3

4 8:
3 3

y x
−

 
∆ = − + 
 

 ជាសមីករបន ា�ត់ប 

គ)កំណត់តៃម�m េដម្បី ឲ្យបនា ( )m∆ កត់ែខ្សេ( )C ែតមួយចំណុចគត់៖ 

េដីម្បីយបន ា�( )m∆ កត់ែខ្សេ( )C ែតមួយចំណុចគត់លុះ្រតែតសមី( )E  
មានប�សែតមួយគត់េពលគឺវ ក�យេទជាសមីករដឺេ្រx េនាះេគ្រត�វ 
េមគុណៃន 2x  គឺ  1 0m + =  េនា 1m = −  ។ 
ដូចេនះ  1m = −  និងសមីករបន ា�ត( )1 : 3y x−∆ = − +  ។ 

ឃ)កំណត់តៃម�m៖ 

េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់ែខ្សេ( )C បានពីរចំណុចេផ្សង  A  និង Bលុះ្រត 
សមីក( )E មានប�សពីរេផ្សងគា�េពះគឺេគ្រត  ( )( )3 12 3 4 0m m∆ = + + >   

សមមូល  ( ) 4, 4 ,
3

m  ∈ −∞ − ∪ − + ∞ 
 

 ។  

សរេសរទំនាក់ទំនងមិនអា្រស័យនm  រវងអាប់សុ 'x និង ''x  ៖ 

េដយ 'x  និង ''x  ជាអប់សុីសៃនចំណ A  និងB  េនាះវ្រត�វែតជាប�សៃនស 

( )E  ខងេលី។ តម្រទឹស�ីបទែវ្យតេ
( )

( )

2' '' 1
1

2 11' '' 2
1

mS x x
m

mP x x
m

− = + = +


+ = = −
 +

  

តម( )1  េគបាន( 1) 2m S m+ = −  សមមូល  ( )2 3
1

Sm
S
+

= −
−

 ែដល 1m ≠ −   

ត( )2  េគបាន( )1 2 11m P m+ = − −  សមមូល  ( )11 4
2

pm
P
+

= −
+

  

ផ�ឹមសមីករ( ) ( )3 & 4  េគបាន 2 11
1 2

S P
S P
+ +

− = −
− +

   

សមមូល ( )( ) ( )( )2 2 1 11S P S P+ + = − +   
សសមូល  2 2 4 11 11SP S P SP S P+ + + = + − −   
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សមមូល 3 9 15 0P S− + =  ឬ 3 5 0P S− + =   
ដូចេនះ  ( )' '' 3 ' '' 5 0x x x x− + + =  ជាទំនាក់ទំនងែដល្រត�វរ 

លំហាត់ ទ១៣ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
3

cf x ax b
x

= + +
−

  ែដល  3x ≠  េហយី 

, ,a b c∈  និង 0c ≠  ។ 
១.កំណត់េលខេមគុណ , ,a b c  េដយដឹងថាែខ្ស( )C ត f  ក�ុងត្រម� 

 អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 កត់តមបីចំណ  ( ) ( ) ( )0, 2 , 4 , 2 , 6,2A B C− − ។  
២.ចំេពះតៃម�េលខេមគុ , ,a b c េទីបរកេឃញីខងេលីចូរសិក្សោអេថរភា 
 សង់្រក( )C  ។ 
៣.េគពិនិត្យ្រគ�សរបនា ( ) : 6m y mx∆ = −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)ចូរបង�ញថាបន  ា( )m∆ នីមួយៗកត់តមចំណុចន M ែដលេគនិងប��ក់  

    កូអរេដេនរបស់វ 

 ខ)េតីេគ្រត�វឲm  មានតៃម�ប៉ុនា�នេទីបបន  ា( )m∆ ្របសព�ែខ្សេ ( )C ខងេល 

     ែតមួយចំណុចគត់រចួសង់បនា�ត ( )m∆ ចំេពះតៃមm េទីបរកេឃញី។ 

 គ)កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ( )m∆ ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C រចួរកនិងសង់នូវបនា�ត  

     ប៉ះទំងេនាះក�ុងត្រម�យរួមគា�ជាមួយែ ( )C ។ 

 ឃ)ចូររកលក�ខណ� ស្រមាm េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

      បានពីរចំណុចេផ្សងគ  P  និង Q  ។ 

 ង)កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ្យអប់ស 1x និង 2x  ៃនចំណុចP និងQ  េផ��ងផា�ត  

     ទំនាក់ទំនង 2 2
1 2 12x x+ =   ។ 
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ដំេណាះ្រ 

១.កំណត់េលខេមគុណ , ,a b c   

េគមាន ( )
3

cf x ax b
x

= + +
−

   

េដយែខ្សេ ( )C ត f កត់តមបួនចំណ  ( ) ( ) ( )0, 2 , 4 , 2 , 6,2A B C− −  
េនាះកូអរេដេនៃនចំណុចបីេនះេផ��ងផ  ា�ត់នឹងសមីករៃ( )C ។ 

េគបាន ( )
( )

(0) 2
4 2
6 2

f
f
f

 = −


= −
 =

  សមមូល 

( )

( )

( )

2 1
3

4 2 2

6 2 3
3

cb

a b c
ca b

 − = −
 + + = −

 + + =


  

បនា�ប់ពីេដះ្រសយេគទទួ  1 , 3 , 3a b c= = − = −   ។ 

២.សិក្សោអេថរភពនិងសង់  ( )C  ៖ 

ចំេព 1 , 3 , 3a b c= = − = −   េគបាន ( ) 33
3

f x x
x

= − −
−

  

.ែដនកំណត់  {3 }fD = −  ។ 

.ទិសេដអេថរភ 

េដរេីវ 
2

2 2
3 ( 3) 3'( ) 1 0

( 3) ( 3)
xf x

x x
− +

= + = >
− −

  ្រគប់ fx D∈  េនាះអនុគមន f   

ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�េនេលីែដនកំណត់របស 

.លីមីត  

េគបាន ( ) 3lim lim 3
3x x

f x x
x→ ±∞ → ±∞

 = − − = ±∞ − 
  េ្រព 3lim 0

3x x→±∞
=

−
 ។ 
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េហយី  ( )
3 3

3lim lim 3
3x x

f x x
x→ →

 = − − = ±∞ − 
 ។ 

.សមីករអសុីមតូត 

េដយ ( )
3

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបន ា�ត់មានសម 3x =  ជាអសុីមតូតឈរ( )C ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតេគម ( ) 33
3

f x x
x

= − −
−

  េដយ 3lim 0
3x x→∞
=

−
  

ដូចេនះបនា�ត់មានសមី ( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C ។ 

តរងអេថរភា 

 

 

 

 

 

.សំណង់្រកប 

អសុីមតូតឈរ 3x =  ្របសព�និងអសុីមតូតេ្ 3y x= − ្រតង់ចំណុច  ( )3,0I   

ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 
តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =  ចំណុច ( )3,0I ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C   
លុះ្រតែត្រគ ( ) ( )0 0 0: 6 0fx D f x f x∈ − + =   ។ 

េគមាន ( ) 33
3

f x x
x

= − −
−

   េនាះ  ( )0 0
0

33
3

f x x
x

= − −
−

  

េហយី  ( )0 0 0
0 0

3 36 6 3 3
6 3 3

f x x x
x x

− = − − − = − + +
− − −

  

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞3

+∞

−∞

+∞

−∞

+ +
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េគបាន ( ) ( )0 0 0 0
0 0

3 36 3 3 0
3 3

f x f x x x
x x

− + = − + + + − − =
− −

ពិត 

ដូចេនះចំណុច ( )3,0I ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

៣.ក)បង �ញថបនា ( )m∆ នីមួយៗកត់តមចំណុចន M  ៖ 

េគមាន( ) : 6m y mx∆ = −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម   

េគអចសរេសរ 6y mx+ =   សមីករេនះេផ��ងផា�ត់ជានិច�្រគប់ mលុះ្រត 

2 3 4 5 6 7 8 9 10-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

0 1

1

x

y

I


A B

CD

M

( ) : 3d y x= −

1
2

x =

( ) 3: 3
3

C y x
x

= − −
−
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0x = និង 6y = − ។ ដូចេនះបនា�ត ( )m∆ នីមួយៗកត់តមចំណុចន  ( )0, 6M − ។ 

ខ)កំណត់តៃម� m  ៖ 

សមីករអប់សុីសចំណុច្របសព�រវងប  ( )m∆ និងែខ្សេក( )C សរេសរ ៖ 

36 3
3

mx x
x

− = − −
−

  សមមូល  3( 1) 3
3

m x
x

− − = −
−

  

សមមូល  2( 1) 3( 1) 3 9 3m x m x x− − − − + = −   

សមមូល  ( )2( 1) 3 12 0m x mx E− − + =   

េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ែខ្សេ( )C ែតមួយចំណុចគត់លុះ្រតែតសមី( )E   

មានប�សែតមួយគត់េពលគឺេគ្រត�( )E ក�យេទជាសមីករដឺេ្រកទីម x   
េនាះេគ្រត�វឲ 1 0m − =  ឬ 1m =  ។ 

ដូចេនះ  1m =   េហយី ( )1 : 6y x∆ = −   ។ 

គ)កំណត់តៃម� m  េដម្បី ឲ( )m∆ ប៉ះេទនឹងែខ្សេ ( )C រួចរកនិងសង ់នូវបនា�ត់ប៉ះទាំងេ  

ឌីស្រគីមីណង់សមីក( )E គឺ  29 48( 1)m m∆ = − −   

                                         23(3 16 16) 3( 4)(3 4)m m m m= − + = − −  

េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C លុះ្រតែតសមី( )E  មានប�សឌប 

េពលគឺេគ្រត�វឲ ( )( )3 4 3 4 0m m∆ = − − =  សមមូល  1 2
44,
3

m m= =  ។ 

ដូចេនះ  1 2
44,
3

m m= =  ។ 

ចំេពះ 4m =  េគបា( )4 : 4 6y x∆ = −  ជាសមីករបន ា�ត់ប៉ះនឹងែខ្( )C ។ 



  េមេរៀនទី៤               ែខ្សេងអនគុមនស៍ន�ទាន                    ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�នុ                                                                                         Page 132 
 

ចំេពះ 4
3

m =  េគបា 4
3

4: 6
3

y x
 
∆ = − 
 

 ជាសមីករបន ា�ត់ប៉ះនឹងែខ្( )C ។ 

ឃ)រកលក�ខណ�ស្រម m៖ 

េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C បានពីរចណុចេផ្សងគា P  និង Q  
លុះ្រតែតសមី( )E  មានប�សពីរេផ្សងគា�េពលគឺេគ្រត  0∆ >  ។ 

េគបាន ( )( )3 4 3 4 0m m∆ = − − >  សមមូល  ( )4, 4 ,
3

m  ∈ −∞ ∪ + ∞ 
 

 ។ 

ង)កំណត់តៃម� m  ៖ 

េដយ 1x និង 2x  ៃនចំណុចP និងQ  េនាះវជាប�សៃនសម( )E  ។ 

តម្រទឹស�ីបទែវ្
( )

( )

1 2

1 2

3
1

12
1

mx x i
m

x x ii
m

 + = −

 =
 −

   ែដល  ( )4, 4 ,
3

m  ∈ −∞ ∪ + ∞ 
 

 ។ 

តមលក�ខណ�សម�តិកម�េគម  2 2
1 2 12x x+ =  ឬ ( ) ( )2

1 2 1 22 12x x x x iii+ − =  
យក( ) ( )&i ii  ជំនួសក�ុង( )iii េគបាន  

2

2
9 24 12

1( 1)
m

mm
− =

−−
   សមមូល  ( ) ( )229 24 1 12 1m m m− − = −   

សមមូល  2 29 24 24 12 24 12m m m m− + = − +   
សមមូល  23 12 0m − =   
សមមូល  ( )( )3 2 2 0m m− + =  េនាះេគទញប� 1 22 , 2m m= = −  ។ 

េដយចំណុច P  និងQ  េកីតេឡងីលុះ្រតែ ( )4, 4 ,
3

m  ∈ −∞ ∪ + ∞ 
 

 េនាះតៃម 

ៃនm  ែដលបំេពញលក�ខណ�ៃ នចំេណាទមានែតមួយគត់គ 2m = −   ។ 

www.mathtoday.wordpress.com 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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លំហាត់ ទ១៤ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 4 1

1
x xf x

x
− −

=
−

  ែដល  1x ≠   ។ 

១.ចូរសិក្សោអេថរភាពៃនអនុគ f រចួគូស្រក( )C តងអនុគមន f ក�ុងត្រម� 

   អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 ។ 

២.េគពិនិត្យបន ា�ត( ) : 5m y mx m∆ = −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉្   

 ចូរបង�ញថាេទះ m  ែ្រប្រប�លតៃម�យា៉ ងណាក៏េដយ  ( )m∆  នីមួយៗ 

 សុទ�ែតកត់តមចំណុចន K មួយជានិច�ែដលេគនឹងប��ក់កូអរេដេន  

៣.ចូរកំណត់តៃម�mតងេដ 0m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 ែតមួយចំណុចគត់ រចួសង់បនា�ត ( )m∆ ចេំពះ 0m m=  ។ 

៤.ចំេព 0m m≠  ចូរ្រសយប ��ក់ថាបន  ( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C បា 

 ពីរចំណុចេផ្សងគា M  និង N  ជានច�។ 

៥.ចូរ្រសយប ��ក់ថាបនា�ត់ែដលភា�ប់ពី   M  និង N េទចំណុច  ( )0,1A   

 ជាបន ា�ត់ពីរែកងនឹងគា�ជានិច�្រគប់  0m m≠  ។ 

 ដំេណាះ្រ 

១.សិក្សោអេថរភពៃនអនុគ f និងគូស្រក( )C ៖ 

េគមាន ( )
2 4 1

1
x xf x

x
− −

=
−

 

.ែដនកំណត់  {1}fD = −  ។ 
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.ទិសេដអេថរភ 

េដរេីវ 
( )

2

2
(2 4)( 1) ( 4 1)'( )

1
x x x xf x

x
− − − − −

=
−

   

                
( )

( )
( )
( )

2 2

2

22

2 2

2 2 4 4 4 1
1

1 42 5
1 1

x x x x x
x

xx x
x x

− − + − + +
=

−

− +− +
= =

− −

  

េដយ
2

2
( 1) 4'( ) 0

( 1)
xf x

x
− +

= >
−

 ្រគប់ fx D∈  េនាះអនុគមន f ជាអនុគមន៍េកី 

ជានិច�េនេលីែដនកំណត់របស់ 

.លីមីត  

េគមាន
2 4 1 ( 1)( 3) 4 4( ) 3

1 ( 1) 1
x x x xf x x

x x x
− − − − −

= = = − −
− − −

  

េគបាន ( ) 4lim lim 3
1x x

f x x
x→ ±∞ → ±∞

 = − − = ±∞ − 
  េ្រព 4lim 0

1x x→±∞
=

−
 ។ 

េហយី  ( )
1 1

4lim lim 3
1x x

f x x
x→ →

 = − − = ±∞ − 
 ។ 

.សមីករអសុីមតូត 

េដយ ( )
1

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបន ា�ត់មានសម 1x =  ជាអសុីមតូតឈរ( )C ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតេគម ( ) 43
1

f x x
x

= − −
−

  េដយ 4lim 0
1x x→∞
=

−
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ដូចេនះបនា�ត់មានសមី ( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C ។ 

តរងអេថរភា 

 

 

 

 

.សំណង់្រកប 

អសុីមតូតឈរ 1x =  ្របសព�និងអសុីមតូតេ្ 3y x= − ្រតង់ចំណុ  ( )1, 2I −   

ជាផ�ិតឆ�ុះៃែខ្សេក( )C ។ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =  ចំណុច ( )1, 2I − ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C   

លុះ្រតែត្រគ ( ) ( )0 0 0: 2 4fx D f x f x∈ − + = −   ។ 

េគមាន ( ) 43
1

f x x
x

= − −
−

   េនាះ  ( )0 0
0

43
1

f x x
x

= − −
−

  

េហយី  ( )0 0 0
0 0

4 42 2 3 1
2 1 1

f x x x
x x

− = − − − = − − +
− − −

  

េគបាន ( ) ( )0 0 0 0
0 0

4 42 1 3 4
1 1

f x f x x x
x x

− + = − − + + − − = −
− −

ពិត 

ដូចេនះចំណុច ( )1, 2I − ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞1

+∞

−∞

+∞

−∞

+ +
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២.រកកូអរេដេនៃនចំណុ ចនឹK   

េគមាន( ) : 5m y mx m∆ = −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

េគអចសរេសរ ( )5y m x= −  សមីករេនះេផ��ងផា�ត់ជានិច�ចំេពះ្រគប់ m   

លុះ្រតែ 5x =  និង 0y =  ។ដូចេនះេគបាន ( )5,0K  ជាចំណុច នឹង្រត�វរ 

 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 1

1

x

y

1x =

( ) : 5m y mx m∆ = −

3y x= −

( )
2 4 1:

1
x xC y

x
− −

=
−

A

M

N

I

K
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៣.កំណត់តៃម�mតងេដ 0m ៖ 

េគមាន( ) : 5m y mx m∆ = −  និង ( )
2 4 1:

1
x xC y

x
− −

=
−

  

សមីករអប់សុីសៃនចំណុច្របសព�រវងប  ( )m∆ មួយែខ្សេក( )C សរេសរ៖ 
2 4 15

1
x xmx m

x
− −

− =
−

  សមមូល  2 25 5 4 1mx mx mx m x x− − + = − −   

សមមូល ( ) ( ) ( )21 2 3 2 5 1 0m x m x m E− − − + + =   

េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយ្( )C ែតមួយចំណុចគត់លុះ្រតសមីក 

( )E  មានប�សែតមួយគត់េពលគឺសមី( )E  ្រត�វក �យេទជាសមីករដឺេ្រ 

េនាះេគ្រត�វឲ 1 0m − =  ឬ 1m =  ។ដូចេនះ  0 1m =   និង ( )1 : 5y x∆ = −   ។ 

៤.្រសថបនា�  ( )m∆ ្រ�សព�ជាមួយែខ្ស( )C បានពីរចំណុចេផ្សងគ  M  និង N   

ចំេព 1m ≠  សមីក( )E  ជាសមីកដឺេ្រកទីពីរែដលមានឌីស្រគីមីណង់ប្ 

( ) ( )( )2' 3 2 1 5 1m m m∆ = − − − +   

    
( )

2 2

22

9 12 4 5 5 1
4 8 5 4 1 1
m m m m m

m m m

= − + − − + +

= − + = − +
  

េដ ( )2' 4 1 1 0m∆ = − + >  ្រគប់ 1m ≠ េនាះសមីក( )E  មានប�សពីរេផ្សង  

ជានិច�។ដូចេនះបន ា�( )m∆ ្របសព�ែខ្សេ( )C បានពីរចំណុ M និងN ជានិច� 

៥.្រសយប ��ក់ថ បនា�ត់ែដលភ�ប់ពី   M  និង N េទចំណុច  ( )0,1A   

 ជាបនា�ត់ពីរែកងនឹងគ�ជានិច�្រគប   0m m≠  ៖ 

 តង 1x  និង 2x  ជាអប់សុីសៃនចំណុ M  និង N  ។ 
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េគមាន ( )1 1, 1AM x y= −


  និង ( )2 2, 1AN x y= −


   

េដយ ( ) ( )2
1 11 1

1 1
1 1

54 11 1 1
1 1

x xx xy f x
x x

−− −
− = − = − =

− −
   

េហយី  ( ) ( )2
2 22 2

2 2
2 2

54 11 1 1
1 1

x xx xy f x
x x

−− −
− = − = − =

− −
   

េគបាន 1 2 1 2. ( 1)( 1)AM AN x x y y= + − −
 

  

                         ( )
( )

1 1 2 2
1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( 5) ( 5)
1 1
3 13

2
1

x x x xx x
x x

x x x x
x x

x x x x

− −
= + ⋅

− −

− + +
=

− + +

  

េដ 1x និង 2x  ជាប�សៃនសមីក( )E េនាះតម្រទឹស�ីបទែវ្យតេគ 

( )
1 1

2 3 2
1

m
x x

m
−

+ =
−

  និង 1 2
5 1

1
mx x
m

+
=

−
  

េគបាន ( )

5 1 6(3 2) 132(5 1) 1 1.
2 3 21 5 1 1

1 1

m m
m m mAM AN

mm m
m m

+ −− ++ − −= ⋅
−− + − +

− −

 

  

                         ( )2 5 1 5 1 18 12 13 13 0
1 5 1 6 4 1

m m m m
m m m m

+ + − + + −
= ⋅ =

− + − + + −
  

សមមូល AM AN⊥
 

  ្រគប់តៃម� 1m ≠  ។ 

ដូចេនះបនា�ត់ែដលភា�ប់ពីចំណ   M  និង N េទចំណុច  ( )0,1A ជាបន ា�ត់ព 

ែកងនឹងគា�ជានិច�្រគប់តៃ  1m ≠  ។ 

www.mathtoday.wordpress.com 

 

http://www.mathtoday.wordpress.com/
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លំហាត់ ទ១៥ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 5 4

3
x xf x

x
− +

=
−

  ែដល  3x ≠   ។ 

១.ចូរសិក្សោអេថរភាពៃនអនុគ f រចួគូស្រក( )C តងអនុគមន f ក�ុងត្រម� 

   អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 ។ 

២.េគពិនិត្យបន ា�ត( ) : 5 1m y mx m∆ = − +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉្   

 ចូរបង�ញថាេទះ m  ែ្រប្រប�លតៃម�យា៉ ងណាក៏េដយ  ( )m∆  នីមួយៗ 

 សុទ�ែតកត់តមចំណុចន K មួយជានិច�ែដលេគនឹងប��ក់កូអរេដេន  

៣.ចូរកំណត់តៃម�mតងេដ 0m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 ែតមួយចំណុចគត់ រចួសង់បនា�ត ( )m∆ ចេំពះ 0m m=  ។ 

៤.ចំេព 0m m≠  ចូរ្រសយប ��ក់ថាបន  ( )m∆ ្របសព�ជាមួយែេក( )C បា 

 ពីរចំណុចេផ្សងគា M  និង N  ជានិច� 

៥.សរេសរទំនាក់ទំនងគា m រវ 1x និង 2x ជាអប់សុីសៃនចំណ M  និង N ។ 

៦.ចូរ្រសយប ��ក់ថាបនា�ត់ែដលភា�ប់ពី   M  និង N េទចំណុច  ( )2,2A   

 ជាបន ា�ត់ពីរែកងនឹងគា�ជានិច�្រគប់  0m m≠  ។ 

 ដំេណាះ្រ 

១.សិក្សោអេថរភពៃនអនុគ f និងគូស្រក( )C ៖ 

េគមាន ( )
2 5 4

3
x xf x

x
− +

=
−

 

.ែដនកំណត់  {3 }fD = −  ។ 
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.ទិសេដអេថរភ 

េដរេីវ 
( )( ) ( )

( )

2

2

2 5 3 5 4
'( )

3

x x x x
f x

x

− − − − +
=

−
   

                
( )

( )
( )
( )

2 2

2

22

2 2

2 6 5 15 5 4
3

3 26 11
3 3

x x x x x
x

xx x
x x

− − + − + −
=

−

− +− +
= =

− −

  

េដយ ( )
( )

2

2

3 2
'( ) 0

3
x

f x
x
− +

= >
−

 ្រគប់ fx D∈  េនាះអនុគមន f ជាអនុគមន៍េកី 

ជានិច�េនេលីែដនកំណត់របស់ 

.លីមីត  

េគមាន ( )( )2 2 3 25 4 2( ) 2
3 3 3

x xx xf x x
x x x

− − −− +
= = = − −

− − −
  

េគបាន ( ) 2lim lim 2
3x x

f x x
x→ ±∞ → ±∞

 = − − = ±∞ − 
  េ្រព 2lim 0

3x x→±∞
=

−
 ។ 

េហយី  ( )
3 3

2lim lim 2
3x x

f x x
x→ →

 = − − = ±∞ − 
 ។ 

.សមីករអសុីមតូត 

េដយ ( )
3

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបន ា�ត់មានសម 3x =  ជាអសុីមតូតឈរ( )C ។ 
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ម្យោ៉ងេទៀតេគម ( ) 22
3

f x x
x

= − −
−

  េដយ 2lim 0
3x x→∞
=

−
  

ដូចេនះបនា�ត់មានសមី ( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C ។ 

តរងអេថរភា 

 

 

 

 

.សំណង់្រកប 

អសុីមតូតឈរ 3x =  ្របសព�និងអសុីមតូតេ្ 2y x= − ្រតងចំណុច ( )3,1I   

ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

តមរូបមន� ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =  ចំណុច ( )3,1I ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C   

លុះ្រតែត្រគ ( ) ( )0 0 0: 6 2fx D f x f x∈ − + =   ។ 

េគមា ( ) 22
3

f x x
x

= − −
−

   េនាះ  ( )0 0
0

22
3

f x x
x

= − −
−

  

េហយី  ( )0 0 0
0 0

2 26 6 2 4
6 3 3

f x x x
x x

− = − − − = − + +
− − −

  

េគបាន ( ) ( )0 0 0 0
0 0

2 26 4 2 2
3 3

f x f x x x
x x

− + = − + + + − − =
− −

ពិត 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞3

+∞

−∞

+∞

−∞

+ +
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ដូចេនះចំណុច ( )3,1I ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C ។ 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

២.រកកូអរេដេនៃនចំណុ ចនងK   

េគមាន( ) : 5 1m y mx m∆ = − +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

េគអចសរេសរ ( )1 5y m x− = −  សមីករេនះេផ��ងផា�ត់ជានិច�ចំេពះ្រគប់ m   

លុះ្រតែ 5x =  និង 1y =  ។ដូចេនះេគបាន ( )5,1K  ជាចំណុច នឹង្រត�វរ 

៣.កំណត់តៃម�mតងេដ 0m ៖ 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

A

M

N K

3x =

2y x= −

( ) : 5 1m y mx m∆ = − +

( )
2 5 4:

3
x xC y

x
− +

=
−

I

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េគមាន( ) : 5 1m y mx m∆ = − +  និង ( )
2 5 4:

3
x xC y

x
− +

=
−

  

សមីករអប់សុីសចំណុច្របសព�រវងបន ា( )m∆ មួយែខ្សេក( )C សរេសរ៖ 
2 5 45 1

3
x xmx m

x
− +

− + =
−

   

សមមូល  2 23 5 15 3 5 4mx mx mx m x x x− − + + − = − +   

សមមូល ( ) ( ) ( )21 2 4 3 15 7m x m x m E− − − + −   

េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយ្( )C ែតមួយចំណុចគត់លុះ្រតែតសមី 

( )E  មានប�សែតមួយគត់េពលគឺសមី( )E  ្រត�វក �យេទជាសមីករដឺេ្រ 

េនាះេគ្រត�វឲ 1 0m − =  ឬ 1m =  ។ដូចេនះ  0 1m =   និង ( )1 : 4y x∆ = −   ។ 

៤.្រសថបនា�  ( )m∆ ្រ�សព�ជាមួយែខ្ស( )C បានពីរចំណុចេផ្សងគ  M  និង N   

ចំេព 1m ≠  សមីក( )E  ជាសមីករដឺេ្រកទីពីរែដលមានឌីស្រគីមីណង់ 

( ) ( )( )2' 4 3 1 15 7m m m∆ = − − − −   

    
( )

2 2

22

16 24 9 15 7 15 7
2 2 1 1

m m m m m

m m m

= − + − + + −

= − + = − +
  

េដ ( )2' 1 1 0m∆ = − + >  ្រគប់ 1m ≠ េនាះសមីក( )E  មានប�សពីរេផងគា  

ជានិច�។ដូចេនះបន ា�( )m∆ ្របសព�ែខ្សេ( )C បានពីរចំណុ M និងN ជានិច� 

៥.សរេសរទំនាក់ទំនងមិនអា្រស័យm រវងអាប់សុ 1x និង 2x ៃនចំណុច & :M N   

េដយ 1x  និង 2x  ជាអប់សុីសៃនចំណុ M  និង N  េនាះវជសប�សៃ( )E   
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តម្រទឹស�ីបទែវ្

( ) ( )

( )

1 2

1 2

2 4 3
1

1
15 7 2

1

m
S x x

m
mP x x

m

 −
= + = −

− = = −

  

ចំេពះ្រគ 1m ≠  ទំនាក់ទំន( )1 និង( )2 អចសរេសរជាបន�បន ា�ប់ដូត 

( )1  េទជ( ) ( )1 2 4 3m S m− = −  ឬ ( ) ( )8 6 3S m S− = −   

( )2  េទជ( )1 15 7m P m− = −   ឬ ( ) ( )15 7 4P m P− = −   

ែចកសមីក( ) ( )3 & 4  អង�និងអង�េគបាន 8 6
15 7

S S
P P

− −
=

− −
  

សមមូល  7 8 56 15 6 90SP S P SP S P− − + = − − +   

សមមូល 2 8 34 0P S− + =  ឬ 4 17 0P S− + =   

ដូចេនះ  ( )1 2 1 24 17x x x x− + +  ជាទំនាក់ទំនងែដល្រត�វ 

៦.្រសយប ��ក់ថ បនា�ត់ែដលភ�ប់ពី   M  និង N េទចំណុច  ( )2,2A   

 ជាបនា�ត់ពីរ ងនឹងគ�ជានិច�្រគប់ត  0m m≠  ៖ 

េគមាន ( )1 12, 2AM x y= − −


  និង ( )2 22, 2AN x y= − −


   

េដយ ( ) ( )2
1 11 1

1 1
1 1

( 2) 55 42 2 2
3 3

x xx xy f x
x x

− −− +
− = − = − =

− −
   

េហយី  ( ) ( )2
2 22 2

2 2
2 2

( 2) 55 42 2 2
3 3

x xx xy f x
x x

− −− +
− = − = − =

− −
   

េគបាន 1 2 1 2. ( 2)( 2) ( 2)( 2)AM AN x x y y= − − + − −
 
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                         ( )
( )

1 1 2 2
1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( 2)( 5) ( 2)( 5)( 2)( 2)
3 3

2 2( ) 4 4 17
3 9

x x x xx x
x x

x x x x x x x x
x x x x

− − − −
= − − + ⋅

− −

 − + + − + +   =
− + +

  

តមស្រមាយខងេលីេ ( )1 2 1 24 17 0x x x x− + + =   

េនាះេគបាន 

( )
( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2( ) 4 4 17
. 0

3 9
x x x x x x x x

AM AN
x x x x

 − + + − + +   = =
− + +

 

  

សមមូល AM AN⊥
 

  ្រគប់តៃម� 1m ≠  ។ 

ដូចេនះបនា�ត់ែដលភា�ប់ពីចំណ   M  និង N េទចំណុច  ( )0,1A ជាបន ា�ត់ព 

ែកងនឹងគា�ជានិច�្រគប់តៃ  1m ≠  ។ 

www.mathtoday.wordpress.com 
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លំហាត់ ទ១៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
4 2

6
xf x

x x
−

=
− −

  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនុគមន f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
2

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→

រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្  ( ) ( )2

2 2

2 2 2 13
: '

( 6)f

x x
x D f x

x x
− +

∈ = −
− −

 ។ 

 ខ)បង �ញថ ( )22 12 2 13 2 1 25
2

x x x − + = − +   រចួទញ fជាអនុគមន 

     ចុះជានិច�េលីែដនកំណត់របស់វ។ គូសតរងអេថរភ f  ។ 

៤.េគគូសបនា �ត( ) 1:
2

d y x= − +  កត់ែខ្សេ ( )C ្រតង់បីចំណុ  ,A Bនិង I  ។ 

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  ,A B  និង I  ែដល I  េនចេន ាA  និង B  ។ 

 ខ)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រ( )C ។ 

 គ)ចូរ្រសយថា បនា�ត់ប៉ះែខ( )C ្រតង់ចំណុ A និងBជាបនា�ត់្ រសប  

៥.សង់ែខ្សេង( )C រចួគណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង ខ់ ័ណ�( )C និងអ័ក្ស( )ox   

 និងបនា �ត់ឈរពីរ 1x = −  និង 2x =  ។ 
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ដំេណាះ្រ 

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍ f  ៖ 

េគមាន ( ) ( )
2

2 2 14 2
( 2)( 3)6

xxf x
x xx x

−−
= =

+ −− −
  

អនុគមន៍ f  មានន័យលុះ្រត( )( )2 3 0x x+ − ≠  សមមូល  1 22 , 3x x≠ − ≠  ។ 

ដូចេនះ { 2,3 }fD = − −  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
2

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→

 ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )2 2 1
( 2)( 3)

x
f x

x x
−

=
+ −

  

េយងីបាន ( ) ( )
2

2 2 1 4 4lim lim lim lim 0
( 2)( 3)x x x x

x xf x
x x xx→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

−
= = = =

+ −
 ។ 

េហយី  ( ) ( )
( )( )2 2

2 2 1
lim lim

2 3x x

x
f x

x x→− →−

−
= = ±∞

+ −
 ។ 

និង     ( ) ( )
( )( )3 3

2 2 1
lim lim

2 3x x

x
f x

x x→ →

−
= = ±∞

+ −
 ។ 

ទាញប� �ក់នូវសមីករអាសុីមតូរេដកនិងសមីករអាសុីមតូតឈរ ( )C ៖ 

េដ ( )lim 0
x

f x
→∞

= េនាះបនា�  0y = ឬអ័ក្( )ox ជាអសុីមតូតេដកៃន្( )C ។ 

េហយី  ( )
2

lim
x

f x
→−

= ±∞  និង ( )
3

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបនា�ត  = −2x  និង = 3x   

ជាអសុីមតូតឈរៃនែខ្ស( )C  ។ 

៣.ក)្រសយប�� ក់ថ្ ( ) ( )2

2 2

2 2 2 13
: '

( 6)f

x x
x D f x

x x
− +

∈ = −
− −
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េយងីមាន ( ) 2
4 2

6
xf x

x x
−

=
− −

  ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល fD  ។ 

េយងីបាន ( ) ( )( )
( )

2

22

4 6 2 1 4 2
'( )

6

x x x x
f x

x x

− − − − −
=

− −
  

                      
( )

( )
( )
( )

2 2

22

22

2 22 2

4 4 24 8 4 4 2
6

2 2 2 134 4 26
6 6

x x x x x
x x

x xx x
x x x x

− − − + + −
=

− −

− +− + −
= = −

− − − −

  

ដូចេនះ ( ) ( )
( )

2

22

2 2 2 13
'

6

x x
f x

x x

− +
= −

− −
  ។ 

ខ)បង �ញ ( )22 12 2 13 2 1 25
2

x x x − + = − +    

េគមាន( )2 2 22 1 25 4 4 1 25 4 4 26x x x x x− + = − + + = − +    

េគទញបា ( ) ( )2 2 21 12 1 25 4 4 26 2 2 13
2 2

x x x x x − + = − + = − +   ពិត 

ដូចេនះ ( )22 12 2 13 2 1 25
2

x x x − + = − +    

ទាញ f ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលែដនកំណត់របស៖ 

េគមាន ( ) ( )
( )

2

22

2 2 2 13
'

6

x x
f x

x x

− +
= −

− −
  

េដយ ( )22 12 2 13 2 1 25
2

x x x − + = − +   េនាះេគអចសរេសរ 
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( ) ( )
( )

2

22

2 1 25
' 0

6

x
f x

x x

− +
= − <

− −
  ចំេពះ្រគប fx D∈   ។ 

ដូចេនះ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលីែដនកំណត់របស់ 

គូសតរាងអេថរភ f  ៖  

 

 

 

 

 

៤.ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  ,A B  និង I  ៖ 

េគមាន( ) 1:
2

d y x= − +  និង ( ) 2
4 2:

6
xC y

x x
−

=
− −

  

សមីករអប់សុីសចំណុច្រ បសព�រវងប ( )d និងែខ្សេក( )C សរេសរ៖ 

2
1 4 2
2 6

xx
x x

−
− + =

− −
  សមមូល  ( )

2

2 2 12 1
2 6

xx
x x

−−
− =

− −
  

សមមូល  ( )( ) ( )22 1 6 4 2 1x x x x− − − − = −   

សមមូល  ( ) ( )( )24 2 1 2 1 6 0x x x x− + − − − =   

សមមូល ( )( )22 1 2 0x x x− − − =   

សមមូល ( )( )( )2 1 1 2 0x x x− + − =  មានប�ស 1 2 3
11, , 2
2

x x x= − = =  ។ 

ចំេពះ 1x = −   េនាះ 1 31
2 2

y = + =   េគបាន 31,
2

A  − 
 

 ។ 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞2− 3

− − −
+∞ +∞

−∞ −∞

0

0
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ចំេពះ 1
2

x =  េនាះ 1 1 0
2 2

y = − + =   េគបាន 1 ,0
2

I  
 
 

 ។ 

ចំេពះ 2x =   េគបាន 1 32
2 2

y = − + = −  េគបាន 32,
2

B  − 
 

  ។ 

ខ)្រស I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃន្រ ( )C ៖ 

តមរូបមន ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =  ចំណុច 1 ,0
2

I  
 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  

លុះ្រតែត្រគ 0 fx D∈  េគបាន ( ) ( )0 01 0f x f x− + =  េ្រព 1 , 0
2

a b= =  ។ 

េគមាន ( ) 2
4 2

6
xf x

x x
−

=
− −

  េនាះ ( ) 0
0 2

0 0

4 2
6

xf x
x x

−
=

− −
  

េហយី  ( )
( ) ( )

0 0
0 2 2

0 00 0

4(1 ) 2 4 21
61 1 6

x xf x
x xx x

− − − +
− = =

− −− − − −
   

េគបាន ( ) ( ) 0 0
0 0 2 2

0 0 0 0

4 2 4 21 0
6 6

x xf x f x
x x x x
− + −

− + = + =
− − − −

  ពិត 

ដូចេនះចំណុច 1 ,0
2

I  
 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

គ)្រសយថ បនា�ត់ប៉ះែខ ( )C ្រតង់ចំណុ  A និងBជាបនា� ត់្រស ៖ 

េគមាន 31 ,
2

A  − 
 

 និង 
32,
2

B  − 
 

  ។ 

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបន ា�ត់ប៉ះែខ្( )C  ្រតង់ចំណុច A  គឺ ៖ 

( )
( )2

2(2 2 13) 17' 1
81 1 6Aa f + +

= − = − = −
+ −

  

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបន ា�ត់ប៉ះែខ្( )C  ្រតង់ចំណុច B  គឺ ៖ 
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( )
( )2
2(8 4 13) 17' 2

84 2 6Ba f − +
= = − = −

− −
  

េដយ 17
8A Ba a= = −  េនាះបនា�ត់ប ( )C ្រតងA  និងB  ្រសបគា  

៥.សងែ់ខ្សេក ( )C រួចគណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�ក�� ង ខ់ ័ណ�( )C និងអ័ក្ស( )ox   

 និងបនា�ត់ឈ រពីរ 1x = −  និង 2x =  ៖ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

តS  ជៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ័ណ�េ ( )C និងអ័ក្ស( )ox  និងបនា �ត់ឈរពីរ
1x = −  និង 2x = ។តម្រកបេយីងសេង�តេឃីញថាេលីចេ  1,2−   ែខ្សេក 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

2x = − 3x =

( ) 1:
2

d y x= − +

( ) 2
4 2:

6
xC y

x x
−

=
− −

I

A

B
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( )C  កត់អ័ក( )ox ្រតង់ចំណុច  I  មានអប់សុី
1
2

x =  េនាះេគបាន 

( ) ( ) ( )
1 1

22 2

11 1
2

( ) 2S f x dx f x dx f x dx
− −

= + − =∫ ∫ ∫   

េដយ ( ) 2 2
4 2 2 12

6 6
x xf x

x x x x
− − = =  − − − − 

  

េគបាន

1 1
22 2

2 2
1 1

2 1 ( 6)'4 4
6 6

x x xS dx dx
x x x x− −

− − −
= =

− − − −∫ ∫   

              

1
2 2

1

1 14 ln 6 4 ln 6 4 ln 1 1 6
4 2

25 25 54 ln 4 ln4 4 ln 8ln
4 16 4

x x
−

 = − − = − − − + − 

 = − = =  
 

  

ដូចេនះ 58ln 1.7852
4

S = ≈  (ឯកតៃផ�្រ)  ។ 
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លំហាត់ ទ១៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
3 9

6 5
xf x

x x
−

=
− +

  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនុគមន f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →

និង ( )
5

lim
x

f x
→

រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្  ( )
( )

2

22

3 ( 3) 4
: '

6 5
f

x
x D f x

x x

 − + ∈ = −
− +

 ។ 

 ខ)បង �ញ fជាអនគមន៍ចុះជានិច�េល fD គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគពិនិត្យបនា� ( ) : 3md y mx m= − ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)កលm  ផា�ស់ប�ូរតៃម�ចូរបង  �ញថា បន( )md នីមួយៗកត់តមចំណ  

 នឹង I  មួយែដលេគ្រត�វប� �ក់កូអរេដេន ។ េផ��ងផ ា� ( )I C∈   ។ 

 ខ)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រ( )C ។ 

 គ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C ។ 

 ឃ)េ្រកពីចំណ  I ចូរកំណត់m េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ្របសព�នឹងែខេក( )C   

 បានពីរចំណុចេផ្សងេទៀតតងេ A  និង B  ។ 
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ង)កំណត់m  េដីម្បីឲ្យអប់ស 1x  និង 2x  ៃនចំណុចA  និងB   េផ��ងផា �ត់ទំនា 

 ទំនង 2 2
1 1 2 2 12x x x x− + =   ។ 

៥.ក)សរេសរសមីករបនា�  ( )T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ 2x =  ។ 

 ខ)ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត់ប៉( )T រចួគណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង ខ់  

 េដយែខ្សេ( )C និងបនា �ត់( )T  និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x =  និង 4x =  ។ 

ដំេណាះ្រ 

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍ f  ៖ 

េគមាន ( ) 2
3 9 3 9

( 1)( 5)6 5
x xf x

x xx x
− −

= =
− −− +

  

អនុគមន៍ f  មានន័យលុះ្រត( )( )1 5 0x x− − ≠  សមមូល  1 21 , 5x x≠ ≠  ។ 

ដូចេនះ {1,5 }fD = −  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →

និង ( )
5

lim
x

f x
→

 ៖ 

េយងីមាន ( ) 3 9
( 1)( 5)

xf x
x x

−
=

− −
  

េយងីបាន ( ) 2
3 9 3 3lim lim lim lim 0

( 1)( 5)x x x x

x xf x
x x xx→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

−
= = = =

− −
 ។ 

េហយី  ( )
1 1

3 9lim lim
( 1)( 5)x x

xf x
x x→ →

−
= = ±∞

− −
 ។ 

និង     ( )
5 5

3 9lim lim
( 1)( 5)x x

xf x
x x→ →

−
= = ±∞

− −
 ។ 
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ទាញប� �ក់នូវសមីករអាសុីមតូរេដងសមីករអាសុីមតូតឈរៃន្( )C ៖ 

េដ ( )lim 0
x

f x
→∞

= េនាះបនា�  0y = ឬអ័ក្( )ox ជាអសុីមតូតេដកៃន្( )C ។ 

េហយី  ( )
1

lim
x

f x
→

= ±∞  និង ( )
5

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបនា�ត  =1x  និង = 5x  

ជាសមីករអសុីមតូតឈ( )C ។ 

៣.ក)្រសយប�� ក់ថ្ ( )
( )

2

22

3 ( 3) 4
: '

6 5
f

x
x D f x

x x

 − + ∈ = −
− +

  

េយងីមាន ( ) 2
3 9

6 5
xf x

x x
−

=
− +

  ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល fD  ។ 

េយងីបាន ( ) ( )( )
( )

2

22

3 6 5 2 6 3 9
'( )

6 5

x x x x
f x

x x

− + − − −
=

− +
  

                      

( )

( )
( )
( )

( )

( )

2 2

22

22

2 22 2

2

22

3 18 15 6 18 18 54
6 5

3 6 133 18 39
6 5 6 5

3 3 4

6 5

x x x x x
x x

x xx x
x x x x

x

x x

− + − + + −
=

− +

− +− + −
= = −

− + − +

 − + = −
− +

  

ដូចេនះ ( )
( )

2

22

3 ( 3) 4
: '

6 5
f

x
x D f x

x x

 − + ∈ = −
− +

  ។ 

ខ)បង �ញ f ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលែដនកំណត់របស៖ 
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េគមាន ( )
( )

2

22

3 ( 3) 4
: ' 0

6 5
f

x
x D f x

x x

 − + ∈ = − <
− +

  

ដូចេនះ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលីែដនកំណត់របស់ 

គូសតរាងអេថរភ f  ៖  

 

 

 

 

 

៤.ក)រកកូអរេដេនៃនចំណុច នឹ I  ៖ 

សមីករ( ) : 3md y mx m= −  អចសរេសរ ( )3y m x= −  ។ 

សមីកខងេលីេនះេផ��ងផា�ត់ជានិច�ចំេពះ្រគប mលុះ្រតែ 3x =  និង 0y =   

ដូចេនះ ( )3,0I  ជាចំណុចនឹងែដល្រត�វរក  

េផ��ងផា�ត់  ( )I C∈  ៖ 

េគមាន( ) 2
3 9:

6 5
xC y

x x
−

=
− +

 និង ( )3,0I  ។ 

យកកូអរេដេនៃនចំណុច  I  េទេផ��ងផា�ត់សមីករៃនែខ្ ( )C  េគបាន 

( )
( ) ( )2

3 3 9
0

3 6 3 5
−

=
− +

  ឬ 0 0=  េផ��ងផា �ត់ 

ដូចេនះចំណុច ( )I C∈  ។ 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞1 5

− − −
+∞ +∞

−∞ −∞

0

0
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ខ)្រសយប�� ក់ថចំណ  I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃន្រ ( )C ៖ 

តមរូបមន ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =  ចំណុច ( )3,0I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  

លុះ្រតែត្រគ 0 fx D∈  េគបាន ( ) ( )0 06 0f x f x− + =  េ្រព 3 , 0a b= =  ។ 

េគមាន ( ) 2
3 9

6 5
xf x

x x
−

=
− +

  េនាះ ( ) 0
0 2

0 0

3 9
6 5

xf x
x x

−
=

− +
  

េហយី  ( ) ( )
( ) ( )

0 0
0 2 2

0 00 0

3 6 9 3 96
6 56 6 6 5

x xf x
x xx x

− − − +
− = =

− +− − − +
   

េគបាន ( ) ( ) 0 0
0 0 2 2

0 0 0 0

3 9 3 96 0
6 5 6 5

x xf x f x
x x x x
− + −

− + = + =
− + − +

  ពិត 

ដូចេនះចំណុច ( )3,0I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

គ)កំណត់តៃម�m េដម្បី ឲ្យបនា  ( )md ប៉ះនឹងែខ្សេក ( )C ៖ 

េគមាន( ) : 3md y mx m= −   និង ( ) 2
3 9:

6 5
xC y

x x
−

=
− +

  

សមីករអប់សុីសចំណុច្រ បសព�រវងប ( )md និងែខ្សេក( )C  សរេសរ៖ 

2
3 93

6 5
xmx m

x x
−

− =
− +

  សមមូល  2( 3)( 6 5) 3 9m x x x x− − + = −   

សមមូល  ( )( ) ( )23 6 5 3 3 0m x x x x− − + − − =   

សមមូល ( )( )23 6 5 3 0x mx mx m− − + − =   

សមមូល 
( )2

3
6 5 3 0

x
mx mx m E
=

 − + − =
  

េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C លុះ្រតែតសមីករអប់សុីសខង 

ប�សឌុបេពលគឺេគ្រត�វឲ 3x =  ជាប�សៃ( )E  ឬសមីក( )E  មានប�សឌុប 
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.ករណី 3x =  ជាប�សរបស( )E  េនាះេគបា ( ) ( )23 6 3 5 3 0m m m− + − =   

សមមូល  4 3 0m− − =  េនាះេគទញប 3
4

m = −   ។ 

.ករណីសមីក( )E  មានប�សឌុេនាះេគ្រត�វ
( ) ( )2

0
' 3 5 3 0

a m

m m m

= ≠

∆ = − − − =

  

សមមូល  2

0
4 3 0
m

m m
≠


+ =

  សមមូល ( )
0

4 3 0
m
m m

≠
 + =

 េគទញប 3
4

m = −  ។ 

សរុបមកេគបាន 3
4

m = −  ។ 

ឃ)កំណត់m  ៖ 

េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ្របសព�នឹងែខ្សេ( )C បានពីរចំណុចេផ្សងគ  A  និង B   

លុះ្រតែតសមីក( )E  មានប�សពីរេផ្សងគា�េពល  

( ) ( )2

0
' 3 5 3 0

a m

m m m

= ≠

∆ = − − − >

 សមមូល  0
(4 3) 0

m
m m

≠


+ >
  

សមមូល  ( )3, 0,
4

m  ∈ −∞ − ∪ + ∞ 
 

  ។ 

ង)កំណត់m  េដម្បី ឲ្យអាប់ស 1x  និង 2x  ៃនចំណុចA  និងB   េផ��ងផា�ត ់ទំនាក់ទំន 

2 2
1 1 2 2 12x x x x− + =   ៖ 

េដយ 1x  និង 2x   ជាប�សៃនសមីក( )E  េនាះតម្រទឹស�ីបទែវ្យតេគ 

1 2

1 2

bx x
a

cx x
a

 + = −

 =


   ឬ  
( )

( )
1 2

1 2

6 1
5 3 2

x x
mx x
m

 + =

 −

=
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តមសម�តិកម 2 2
1 1 2 2 12x x x x− + =  សមមូល ( ) ( )2

1 2 1 23 12 3x x x x+ − =   

យកទំនាក់ទំន( )1 និង( )2 ជំនួសក�ុង( )3 េគបាន  

( )2 5 36 3 12m
m
− − = 

 
 សមមូល 36 15 9 12m m m− + =   

សមមូល9 9m = −  េនាះេគទញប 1m = −  េដ ( )3, 0,
4

m  ∈ −∞ − ∪ + ∞ 
 

   

ដូចេនះ 1m = −  ជាតៃម�ែដល្រត�វកំណត 

៥.ក)សរេសរសមីករបនា�  ( )T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ ( )C ្រតង  2x =  ៖ 

តមរូបមន�សមីករបន ា�ត់ប( ) ( )( ) ( )0 0 0: 'T y f x x x f x= − +   
េដយ 0 2x =   េនាះ( ) ( )( ) ( ): ' 2 2 2T y f x f= − +  ។ 

េគមាន ( )
( )

( )

2

2

3 2 3 4 5' 2
34 12 5

f
 − − + = = −
− +

 និង ( ) ( )
( ) ( )2

3 2 9
2 1

2 6 2 5
f

−
= =

− +
  

េគបាន( ) ( )5 5 10 5 13: 2 1 1
3 3 3 3 3

x xT y x= − − + = − + + = − +  ។ 

ដូចេនះ ( ) 5 13:
3 3
xT y = − +    ។ 

ខ)សងែ់ខ្សេក ( )C និងបនា�ត់ប៉ ( )T រួចគណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�ក�� ង ខ់  

 េដយែខ្សេ( )C និងបនា�ត់ ( )T  និងបនា�ត់ឈ រពីរ 2x =  និង 4x =  ៖ 

តងS  ជាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង ខ់ ័ណ�េដយែខ ( )C និងបនា �ត់ប៉( )T  និង 
បនា �ត់ឈរ 2 & 4x x= =   េនាះេយីងបាន 

( )
4

2

5 13
3 3
xS f x dx  = − − +  

  
∫   េដយ ( ) 2

3 9
6 5

xf x
x x

−
=

− +
  

4

2
2

3 9 5 13
3 36 5

x xS dx
x x

− = + − − + ∫                



  េមេរៀនទី៤               ែខ្សេកាងអនុគមន៍សន�ទាន                  ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�ុន                                                                                        Page 160 
 

   

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 42

2
2 2

4242

2
2

3 ( 6 5)' 1 5 13
2 36 5

3 1 5ln 6 5 13
2 3 2
3 1ln 16 24 5 ln 4 12 5 40 52 10 26
2 3
3 1 4ln3 ln3 12 16
2 3 3

x x dx x dx
x x

xx x x

− +
= + −

− +

  = − + + −    

   = − + − − + + − − −  

= − + − + =

∫ ∫

  

ដូចេនះ 4
3

S =   (ឯកតៃផ�្រកឡា 
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លំហាត់ ទ១៨ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
3 3

2 3
xf x

x x
−

=
− −

  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនុគមន f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→

រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង �ញថ ( )
( )

( )

2

22

3 1 4
'

2 3

x
f x

x x

 − + = −
− −

  ។ 

 ខ.បង �ញ f  ជាអនុគមន៍ចុះជាច�េលី fD រចួគូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគឲ្យពីរចំណុច  ( )3, 1A − −  និង ( )5,1B  ។ 

 ក)ចូរបង �ញថ ( )A C∈  និង ( )B C∈  ។ 

 ខ)យក Iជាចំណុចកណ  ា�ល AB  ។ចូរ្រស Iជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រ( )C ។ 

 គ)ចូរបង �ញថាបន ា�ត់ប៉ះេទនឹងែខ( )C ្រតង់ចំណុ A  និង B  ជាបនា�  

  ្រសបគា�រួចសរេ សរសមីករបនា�ត់ប៉ះទំ  

៥.តM  ជាចំណុច្របសព�រវងែខ្ ( )C ជាមួយអ័ក( )oy និងNជាចំណុ  

 ឆ�ុះគា�ៃនចំណុច  M  េធៀបនឹងចំណុច I  ។ ចូរ្រសយថាចតុAMBN  

 ជា្របេលឡូ្រក 

៦.ចូរសង់្រក( )C និងបនា �ត់ប៉( )C ្រតង់ចំណុ A  និង B  ក�ុងត្រម�យរួមគា  
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ដំេណាះ្រ 

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍ f  ៖ 

េគមាន ( ) ( )( )2
3 3 3 3

1 32 3
x xf x

x xx x
− −

= =
+ −− −

  

អនុគមន៍ f  មានន័យលុះ្រត( )( )1 3 0x x+ − ≠  សមមូល  1 21 , 3x x≠ − ≠  ។ 

ដូចេនះ { 1,3 }fD = − −  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→

 ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )( )
−

=
+ −
3 3
1 3
xf x

x x
  

េយងីបាន ( ) ( )( )→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

−
= = = =

+ − 2
3 3 3 3lim lim lim lim 0
1 3x x x x

x xf x
x x xx

 ។ 

េហយី  ( ) ( )( )→− →−

−
= = ±∞

+ −1 1

3 3lim lim
1 3x x

xf x
x x

 ។ 

និង     ( ) ( )( )→ →

−
= = ±∞

+ −3 3

3 3lim lim
1 3x x

xf x
x x

 ។ 

ទាញប� �ក់នូវសមីករអាសុីមតូរេដកនិងសមីករអាសុីមតូតឈរ ( )C ៖ 

េដ ( )lim 0
x

f x
→∞

= េនាះបនា�  0y = ឬអ័ក្( )ox ជាអសុីមតូតេដកៃន្( )C ។ 

េហយី  ( )
→−

= ±∞
1

lim
x

f x  និង ( )
3

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបនា�ត  = −1x  និង = 5x  

ជាសមីករអសុីមតូតឈ( )C ។ 
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៣.ក)្រសយប�� ក   ( )
( )

( )

2

22

3 1 4
'

2 3

x
f x

x x

 − + = −
− −

  

េយងីមាន ( ) −
=

− −2
3 3

2 3
xf x

x x
  ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល fD  ។ 

េយងីបាន ( ) ( )( )
( )

− − − − −
=

− −

2

22

3 2 3 2 2 3 3
'( )

2 3

x x x x
f x

x x
  

                      
( )

( )
( )
( )

− − − + + −
=

− −

− +− + −
= = −

− − − −

2 2

22

22

2 22 2

3 6 9 6 6 6 6
2 3

3 2 53 6 15
2 3 2 3

x x x x x
x x

x xx x
x x x x

  

ដូចេនះ ( )
( )

( )

2

22

3 1 4
'

2 3

x
f x

x x

 − + = −
− −

  ។ 

ខ)បង �ញ f ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលែដនណត់របសវ៖ 

េគមាន ( )
( )

( )

 − + = − <
− −

2

22

3 1 4
' 0

2 3

x
f x

x x
  ចំេពះ្រគប fx D∈   ។ 

ដូចេនះ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលីែដនកំណត់របស់ 

គូសតរាងអេថរភ f  ៖  

 

 

 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞−1 3

− − −
+∞ +∞

−∞ −∞

0

0
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៤.ក)បង �ញថ ( )A C∈  និង ( )B C∈   

េគមានចំណុច  ( )3, 1A − −  និង ( )5,1B  និង ( ) ( ) −
=

− −2
3 3:

2 3
xC f x

x x
  

ចំេពះ = −3x  េគបាន ( ) − −
− = = −

+ −
9 33 1

9 6 3
f  ។ 

ចំេពះ = 5x   េគបាន ( ) −
= = =

− −
15 3 125 1

25 10 3 12
f  ។ 

េដយកូអរេដេនៃនចំណ A  និង B   េផ��ងផា �ត់នឹងសមីករែខ្សេ( )C   

ដូចេនះ ( )∈A C  និង ( )∈B C  ។ 

ខ)្រស Iជាផ�ិ តឆ�ុះៃន្រ ( )C ៖ 

េដយ Iជាចំណុចកណ  ា�លៃ AB   េនាះេគបា
+ + 

 
 

,
2 2

a b a bx x y yI   

េដ ( )3, 1A − −  និង ( )5,1B  េនាះ ( )1,0I  ។ 

តមរូបមន ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =  ចំណុច ( )1,0I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  

លុះ្រតែត្រគ 0 fx D∈  េគបាន ( ) ( )− + =0 02 0f x f x  េ្រព = =1 , 0a b  ។ 

េគមាន ( ) −
=

− −2
3 3

2 3
xf x

x x
  េនាះ ( ) −

=
− −

0
0 2

0 0

3 3
2 3

xf x
x x

  

េហយី  ( ) ( )
( ) ( )

− − − +
− = =

− −− − − −
0 0

0 2 2
0 00 0

3 2 3 3 32
2 32 2 2 3

x xf x
x xx x
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េគបាន ( ) ( ) − + −
− + = + =

− − − −
0 0

0 0 2 2
0 0 0 0

3 3 3 32 0
2 3 2 3

x xf x f x
x x x x

  ពិត 

ដូចេនះចំណុច ( )1,0I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

គ)បង �ញថបនា�ត់ប៉ះេទនឹងែខ  ( )C ្រតង់ចំណុ  A  និង B  ជាបនា�  

 ្រសបគ�រួចសរេសរសមីករបនា  �ត់ប៉ះទា ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )− −3, 1 , 5,1A B  និង ( )
( )

( )

 − + = −
− −

2

22

3 1 4
'

2 3

x
f x

x x
  

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបន ា�ត់ប៉ះែខ្( )C ្រតង់ចំណុច A  និង B   គឺ ៖ 

( ) ( )
( )

+
− = − = −

+ −
2

3 16 4 5' 3
129 6 3

f   និង   ( ) ( )
( )

+
= − = −

− −
2

3 16 4 5' 5
1225 10 3

f   

េដយ ( ) ( )− = = −
5' 3 ' 5

12
f f  ដូចេនះបនា �ត់ប៉ះែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុច A  និង 

B   ជាបនា�ត់្ រសប  

សមីករបនា�ត់ប ( )C ្រតង់ចំណុច A  សរេសរ ៖ 

( ) ( )= − + − = − −
5 5 9: 3 1

12 12 4AT y x x  

 សមីករបនា�ត់ប ( )C ្រតង់ចំណុច B  សរេសរ ៖ 

( ) ( )= − − + = − +
5 5 37: 5 1

12 12 12BT y x x  

៥.្រសយថចតុAMBN ជា្រ�េលឡូ្ ៖ 

េដយM  ជាចំណុច្របសព�រវងែខ្ ( )C ជាមួយអ័ក( )oy េនាះ = 0Mx   
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េហយី  ( ) ( )
( ) ( )

−
= = =

− −
2

3 0 3
0 1

0 2 0 3My f   ។ េគបាន ( )0,1M  ។ 

ម្យោ៉ងេទៀតេNជាចំណុចឆ�ុះគា�ៃនចំណុ   M  េធៀបនឹងចំណុច I  េនា I   
ជាចំណុចកណ  ាៃនអង�ត់   MN  ។ 

េគបាន

+ =


+ =


2

2

M N
I

M N
I

x xx

y yy
  េនាះេគទ

( )
( )

 = − = − =


= − = − = −

2 2 1 0 2
2 2 0 1 1

N I M

N I M

x x x
y y y

  

េគបាន ( )−2, 1N  ។ េគមាន  ( )=


3 , 2AM  និង ( )=


3,2NB   
េដយ =

 

AM NB   ដូចេនះចតុេកណAMNB  ជា្របេលឡូ្រក 

៦.សង្់រក ( )C និងបនា�ត់ប៉ ( )C ្រតង់ចំណុ  A  និង B  ក�ុងត្រម�យរួមគ  ៖  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

0 1

1

x

y

A

BM

N

I


( )1T
1x = −

( )2T

3x =

( ) 2
3 3:

2 3
xC y

x x
−

=
− −
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លំហាត់ ទ១៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) − −
=

− −

2

2
2 9
4 5

x xf x
x x

  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនុគមន f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  
១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
→5

lim
x

f x រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង �ញថ ( )
( ) − + = −
− −

2

2 2

2 2 9
'

( 4 5)

x
f x

x x
  ។ 

   ខ.បង �ញ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េ fD រចួគូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   ( )2,1I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៥.សរេសរសមីករបនា�  ( )T ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C ្រតង់ចំណុ  I រចួសង់បនា �ត( )T  

   និងែខ្សេក( )C  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

៦.េដយេ្របីែខ្ស( )C  ចូរពិភាក្សោតមmនូវអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប�សេធ 

និងចំននួពិតពីរ α = −1 និង β = 5 ៃនសមីករ  

    − − − − + =2( 1) 2(2 1) 5 9 0m x m x m   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

ដំេណាះ្រ 

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍ f  ៖ 

េគមាន ( ) ( )( )
− − − −

= =
+ −− −

2 2

2
2 9 2 9

1 54 5
x x x xf x

x xx x
  

អនុគមន៍ f  មានន័យលុះ្រត( )( )+ − ≠1 5 0x x  សមមូល  ≠ − ≠1 21 , 5x x  ។ 
ដូចេនះ = − − { 1,5 }fD  ។ 
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២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
→5

lim
x

f x  ៖ 

េយងីមាន ( ) ( )( )
− −

=
+ −

2 2 9
1 5

x xf x
x x

  

េយងីបាន ( ) ( )( )→±∞ →±∞ →±∞

− −
= = =

+ −

2 2

2
2 9lim lim lim 1

1 5x x x

x x xf x
x x x

 ។ 

េហយី  ( ) ( )( )→− →−

− −
= = ±∞

+ −

2

1 1

2 9lim lim
1 5x x

x xf x
x x

 ។ 

និង     ( ) ( )( )→ →

− −
= = ±∞

+ −

2

5 5

2 9lim lim
1 5x x

x xf x
x x

 ។ 

ទាញប� �ក់នូវសមីរអាសុីមតូរេដកនិងសមីករអាសុីមតូតឈរៃន ( )C ៖ 

េដ ( )
→∞

=lim 1
x

f x េនាះបនា�  =1y  ជាអសុីមតូតេដកៃន្( )C ។ 

េហយី  ( )
→−

= ±∞
1

lim
x

f x  និង ( )
→

= ±∞
5

lim
x

f x  េនាះបន ត់  = −1x  និង = 5x   

ជាសមីករអសុីមតូតឈ( )C ។ 

៣.ក)្រសយប�� ក   ( )
( ) − + = −
− −

2

2 2

2 2 9
'

( 4 5)

x
f x

x x
  

េយងីមាន ( ) − −
=

− −

2

2
2 9
4 5

x xf x
x x

  ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេល fD  ។ 

េយងីបាន ( )( ) ( )( )
( )

− − − − − − −
=

− −

2 2

22

2 2 4 5 2 4 2 9
'( )

4 5

x x x x x x
f x

x x
  

                      
( )

( )
( )

− − + − + + −
=

− −

 − +− + −  = = −
− −− −

3 2 3 2

22

2
2

2 2 22

2 10 2 10 2 8 10 36
4 5

2 2 92 8 26
( 4 5)4 5

x x x x x x
x x

xx x
x xx x
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ដូចេនះ ( )
( ) − + = −
− −

2

2 2

2 2 9
'

( 4 5)

x
f x

x x
  ។ 

ខ)បង �ញ f ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលែដនកំណត់របស៖ 

េគមាន ( )
( ) − + = − <
− −

2

2 2

2 2 9
' 0

( 4 5)

x
f x

x x
  ចំេពះ្រគប fx D∈   ។ 

ដូចេនះ f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�េលីែដនកំណត់របស់ 

គូសតរាងអេថរភ f  ៖  

 
 
 
 
 

 

៤.្រសយប�� ក់ថចំណ  ( )2,1I  ជាផ�ិ តឆ�ុះៃនែខ្សេ ( )C  ៖ 

តមរូបមន ( ) ( )0 02 2f a x f x b− + =  ចំណុច ( )2,1I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  

លុះ្រតែត្រគ 0 fx D∈  េគបាន ( ) ( )− + =0 04 2f x f x  េ្រព = =2 , 1a b  ។ 

េគមាន ( ) − −
=

− −

2

2
2 9
4 5

x xf x
x x

  េនាះ ( ) − −
=

− −

2
0 0

0 2
0 0

2 9
4 5

x xf x
x x

  

េហយី  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

− − − − − −
− = =

− −− − − −

2 2
0 0 0 0

0 2 2
0 00 0

4 2 4 9 6 14
4 54 4 4 5

x x x xf x
x xx x

   

េគបាន ( ) ( ) − − − −
− + = + =

− − − −

2 2
0 0 0 0

0 0 2 2
0 0 0 0

2 9 6 14 2
4 5 4 5

x x x xf x f x
x x x x

  ពិត 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞−1 5

− − −
+∞ +∞

−∞ −∞

0

0
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ដូចេនះចំណុច ( )2,1I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។ 

៥.សរេសរសមីករបនា�  ( )T ប៉ះនឹងែខ្េក( )C ្រតង់ចំណុ   I រួចសងប់នា�ត ( )T  

   និងែខ្សេក( )C  ក�ុងត្រម�យរួមគ ៖ 

តមរូបមន( ) ( )( ) ( )= − +0 0 0: 'T y f x x x f x   

េដ =0 2x  េនាះ( ) ( )( ) ( )= − +: ' 2 2 2T y f x f   

េគមាន ( )2,1I  និង ( ) ( )
( )

+
= − = −

− −
2

2 0 9 2' 2
94 8 5

f   

ដូចេនះ ( ) ( )= − − + = − +
2 2 13: 2 1
9 9 9

xT y x  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

=1y

= 5x= −1x

( ) − −
=

− −

2

2
2 9:
4 5

x xC y
x x

I

( )∆ =: y m

( )T

m

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៦.េដយេ្រ�ែខ្ស ( )C ពិភក្សោតមmនូវអត�ិភនិងទីតំងៃ��សៃនសមីក ៖ 

    − − − − + =2( 1) 2(2 1) 5 9 0m x m x m   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

សមីករេនះអចសរេសរេទ − − + − + =2 2 4 2 5 9 0mx x mx x m   

                                        
( )− − = − −

− −
=

− −

2 2

2

2

4 5 2 9

2 9
4 5

m x x x x

x xm
x x

  

ជាសមីករអប់សុីសចំណុច្របសព�រវងែ ( ) − −
=

− −

2

2
2 9:
4 5

x xC y
x x

 ជាមួ 

និងបនា �ត់( )∆ =: y m ។ តម្រកហ�ិកេយីងអចសន �ិដ�នដូច 

.ចំេពះ ( )∈ −∞ ,1m សមីករមានប�សពីរេផ្សងគា  < − < <1 21 5x x  ។ 

.ចំេព =1m  សមីករមានប�សែតមួយគត់គ− < = <1 2 5x  ។ 

.ចំេពះ ( )∈ + ∞1,m  សមីករមានប�សពីរេផ្សងគ  − < < <1 21 5x x  ។ 
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លំហាត់ ទ២០ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) − +
=

− +

2

2
2 5 5

4 3
x xf x

x x
  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនុគមន f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនលីមីត ( ) ( )
→±∞ →1
lim , lim
x x

f x f x និង ( )
→3

lim
x

f x រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង �ញថ ( ) − −
= −

− +

2

2 2
3 2 5'

( 4 3)
x xf x

x x
  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថពៃន f  ។ 

៤.េគឲ្យចំណុច  ( )−2, 3A  ។ចូរ្រស ( )∈A C  រចួសរេសរសមីករបនា�  ( )T  

   ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច A   ។ 

៥.េ្រកពីចំណ Aបនា �ត( )T ្របសព�ែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ B េផ្សងេទៀត 

 ក.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ B។ 

 ខ.សរេសរសមីករបនា�  ( )'T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ B។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C  និងបនា �ត់ប៉ះ( )T  និង( )'T  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

ដំេណាះ្រ 

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍ f   

េគមាន ( ) − + − +
= =

− −− +

2 2

2
2 5 5 2 5 5

( 1)( 3)4 3
x x x xf x

x xx x
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អនុគមន៍មានន័យលុះ្រត( )( )1 3 0x x− − ≠  សមមូល 1 , 3x x≠ ≠  ។ 

ដូចេនះ {1,3 }fD = −  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
→±∞ →1
lim , lim
x x

f x f x និង ( )
→3

lim
x

f x រួចទាញប� �ក់នូវសមីក 

 អាសុីមតូរេដកនិងសមីករអាសុីមតូតឈរៃន ( )C ៖ 

េយងីមាន ( )
22 5 5

( 1)( 3)
x xf x

x x
− +

=
− −

 

េយងីបាន ( ) ( )( )
2 2

2
2 5 5 2lim lim lim 2

1 3x x x

x x xf x
x x x→±∞ →±∞ →±∞

− +
= = =

− −
 ។ 

             ( )
2

1 1

2 5 5lim lim
( 1)( 3)x x

x xf x
x x→ →

− +
= = ±∞

− −
  

             ( ) ( )( )
2

3 3

2 5 5lim lim
1 3x x

x xf x
x x→ →

− +
= = ±∞

− −
  

េដយ ( )lim 2
x

f x
→∞

=   េនាះបនា�ត់មាន សមី 2y =   ជាអសុីមតូតេដក( )C   

េហយី  ( )
1

lim
x

f x
→

= ±∞  និង ( )
3

lim
x

f x
→

= ±∞  េនាះបនា�  1x =  និង 3x =  ជ 

សមីករអសុីមតូតឈរៃន្( )C  ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង �ញថ ( ) − −
= −

− +

2

2 2
3 2 5'

( 4 3)
x xf x

x x
   

េយងីមាន ( ) ( )22

2 2

2 4 3 3 12 5 5
4 3 4 3

x x xx xf x
x x x x

− + + −− +
= =

− + − +
  

             2
3 1( ) 2

4 3
xf x

x x
−

= +
− +

  ជាអនុគមន៍មានេដរី េវេ fD  ។ 
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េយងីបាន
( ) ( )( )

( )

2

22

3 4 3 2 4 3 1
'( )

4 3

x x x x
f x

x x

− + − − −
=

− +
  

                     
( )

( ) ( )

2 2

22

2 2

2 22 2

3 12 9 6 2 12 4
4 3

3 2 5 3 2 5
4 3 4 3

x x x x x
x x

x x x x
x x x x

− + − + + −
=

− +

− + + − −
= = −

− + − +

  

ដូចេនះ
2

2 2
3 2 5'( )

( 4 3)
x xf x

x x
− −

= −
− +

 ។ 

ខ.គូសតរាងអេថរភ f  ៖ 

េយងីមាន
( )

2 2

2 2 22

3 2 5 3 2 5'( )
( 4 3) 4 3

x x x xf x
x x x x

− − − + +
= − =

− + − +
  

េដយ្រគ ( )22: 4 3 0fx D x x∈ − + >  េនា ( )'f x  មានស� �ដូចភាគយ 

េបី ( )' 0f x =  សមមូល  23 2 5 0x x− + + =  មានប�ស 1 2
51 ,
3

x x= − =  ។ 

តរងអេថរភ  

 

 

 

 

 

 

x

'( )f x

( )f x

−∞ +∞1− 1
5
3 3

+ + − −−

3
2

5
2

−

0 0

2

2

+∞

−∞ −∞

+∞



  េមេរៀនទី៤               ែខ្សេកាងអនុគមន៍សន�ទាន                  ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�ុន                                                                                        Page 175 
 

.ចំេព 1x = −  េនាះ ( ) 2 5 5 12 31
1 4 3 8 2

f + +
− = = =

+ +
  ។ 

.ចំេពះ 5
3

x =  េនាះ
50 25 55 50 75 45 20 59 3
25 203 25 60 27 8 23
9 3

f
− + − +  = = = − = −  − +  − +

 ។ 

៤.្រស ( )∈A C  រួចសរេសរសមីករបនា�  ( )T ប៉ះនឹងែខ្សេក ( )C ្រតង់ចំណុច  A    

េគមាន ( )−2, 3A  និង ( )
2

2
2 5 5:

4 3
x xC y

x x
− +

=
− +

  

យកកូអរេដេនៃនចំណុ A  េទេផ��ងផា�ត់សមី ( )C  េគបាន  

( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 2 5 2 5
3

2 4 2 3
− +

− =
− +

  ឬ 33
1

− =
−

  េផ��ងផា �ត់ 

ដូចេនះចំណុច ( )A C∈  ។ 
សមីករបនា�  ( )T  ប៉ះេទនឹងែខ្សេក( )C ្រតង់ចំណុច A  មានេមគុណ្របាប់ទ

( ) ( ) ( )
( )

2

2

3 2 2 2 5
' ' 2 3

4 8 3
y f

− −
= = − = −

− +
  ។ 

សមីករបនា�  ( )T សរេសរ ( ) ( ): 3 2 3 3 3T y x x= − − − = − +  ។ 
ដូចេនះ ( ) : 3 3T y x= − +  ។ 

៥. ក.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ B៖ 

េគមាន( )
2

2
2 5 5:

4 3
x xC y

x x
− +

=
− +

  និង ( ) : 3 3T y x= − +   

សមីករអប់សុីសចំណុច្រ បសព�រវងប ( )T និងែខ្សេក( )C សរេសរ ៖ 
2

2
2 5 5 3 3

4 3
x x x

x x
− +

= − +
− +

  សមមូល  ( )( )2 22 5 5 3 3 4 3x x x x x− + = − + − +   

សមមូល  2 3 2 22 5 5 3 12 9 3 12 9x x x x x x x− + = − + − + − +   
សមមូល  3 23 13 16 4 0x x x− + − =   
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សមមូល ( ) ( )22 3 1 0x x− − =  មានប�ស 1
1
3

x =  និង 2 3 2x x= =  (ប�សឌុប) 

.ចំេពះ 2x =   េនាះ ( )3 2 3 3y = − + = −  េគបាន ( )2, 3A −  ។ 

.ចំេពះ 1
3

x =  េនាះ 13 3 2
3

y  = − + = 
 

 េគបាន 1 ,2
3

B  
 
 

 ។ 

ខ.សរេសរសមីករបនា�  ( )'T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ ( )C ្រតង់ចំណុ  B៖ 

( ) 27 1 27 41' : 2
16 3 16 16

T y x x = − − + = − + 
 

 ។ 

៦.សងែ់ខ្សេក( )C  និងបនា�ត់ប៉ះ ( )T  និង( )'T  ក�ុងត្រម�យរួមគ ៖  

 

   

 

 
 

 

 

  

 

 

 

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

7

8

9

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

0 1

1

x

y

B

A

2y =

1x =

3x =

( )'T

( )T

( )
2

2
2 5 5:

4 3
x xC y

x x
− +

=
− +
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ជំពកូទ�០៤ 

ក្រមងលំហត់ស រ្មប់សិស្សហ�ឹកហត់ 

 

លហំត ទ់០១ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ 2( ) 2
2 2
xf x

x
= − +

−
  ែដល 2x ≠   ។  

េគត( )C ជា្រកបតងអនុគ f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉( , , )O i j
→ →

 ។ 

១.ចូរគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករអសុីមតូ 

 ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) : 2
2
xd y = −  ជាអសមតូតេ្រទតៃនែខ្សេ( )C  

 រចួសិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្រ  2x ≠  េគបាន 
2

2
4'( )

2( 2)
x xf x

x
−

=
−

  ។ 

 ខ)គូសតរងអេថពៃនអនុគមន៍  f  ។ 
៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។ 
៥.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )1T  និង ( )2T  ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C  ្រតង់ចំណុ  

 មានអប់សុីេរៀងគ  1x =  និង 3x =  រចួគណនាកូអរេដេនៃនចំណុច្រ ប 

 រវងបនា�ត់ប៉ះទំងពីរេន  

៦.គណន ( 2)f − និង (6)f រចួសង់ែខ្សេក ( )C និងបនា �ត( ) ( )1,d T និង( )2T ។ 
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លហំត ទ់០២ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ 4( ) 3
2

f x x
x

= − −
−

  ែដល 2x ≠   ។  

េគត( )C ជា្រកបតងអនុ f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉( , , )O i j
→ →

 ។ 

១.ចូរគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករអសុីមតូ 

 ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C  

 រចួសិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្រ  2x ≠  េគបាន 
2

2
4 8'( )

( 2)
x xf x

x
− +

=
−

  ។ 

 ខ)គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគម f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   ( )2, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។ 

៥.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )1T  និង ( )2T  ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C  ្រតង់ចំណុ  

 មានអប់សុីេរៀងគ  1x =  និង 4x =  រចួគណនាកូអរេដេនៃនចំណុច្រ ប 

 រវងបនា�ត់ប៉ះទំងពីរេន  

៦.គណន ( 2)f − និង (3)f រចួសង់ែខ្សេក ( )C និងបនា �ត( ) ( )1,d T និង( )2T ។ 

លហំត ទ់០៣ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ
2 3 1( )

1
x xf x

x
− −

=
−

  ែដល 1x ≠   ។  

េគត( )C ជា្រកបតងអនុគ f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉( , , )O i j
→ →

 ។ 
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១.ក)កំណត់បចីំនួនពិត ,a b  និង c  េដីម្បីឲ្ ( )
1

cf x ax b
x

= + +
−

 ្រគប 1x ≠ ។ 

 ខ)គណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
1

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករអសុីមតូ 

     ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) : 2d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C  

 រចួសិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្រ  1x ≠  េគបាន 
2

2
2 4'( )

( 1)
x xf x

x
− +

=
−

  ។ 

 ខ)គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគម f  ។ 

៤.ចូរ្រយប�� ក់ថាចំណុច  ( )1, 1I −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។ 

៥.េគសង់បនា �ត( ) 2 5:
3 3

y x∆ = −  កត់ែខ្សេ ( )C ្រតង់ចំណុ AនិងB។ 

 ក)ចូរគណនកូអរេដេនៃនចំណុ AនិងB។ 

 ខ)សរេសរសមីករបនា�  ( )1T  និង ( )2T  ប៉ះេទនឹងែខ្សេ ( )C  ្រតង់ចំណុ  

    A  និង B  េរៀងគា�។  បង �ញថា បន( )1T  និង ( )2T ្រសបគា  

៦.គណន (0)f និង (2)f រចួសង់ែខ្សេក ( )C និងបនា �ត( ) ( ) ( )1, ,d T∆ និង( )2T ។ 

លហំត ទ់០៤ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ
2 3 6( )

2
x xf x

x
− +

=
+

  ែដល 1x ≠   ។  

េគត( )C ជា្រកបតងអនុគ f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉( , , )O i j
→ →

 ។ 

១.ក)កំណត់បចីំនួនពិត ,a bនិងc េដីម្បីឲ្ ( )
2

cf x ax b
x

= + +
+

 ្រគប 2x ≠ − ។ 
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 ខ)គណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→−

 រចួទញប� �កសមីករអសុីមតូត 

     ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) : 1d y x= +  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C  

 រចួសិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្រ  2x ≠ −  េគបាន 
2

2
4'( )

( 2)
x xf x
x
+

=
+

  ។ 

 ខ)គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគម f  ។ 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   ( )2, 1I − −  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។ 

៥.េគឲ្យចំណុ  2 , 1
3

A  − − 
 

 ។ ពីចំណុចA េគសង់បនា �ត់ពី( )1T និង( )2T ប៉ះេទ 

    នឹងែខ្សេក ( )C  ្រតង់ពីរចំណុ B  និង C  ។ 

 ក)សរេសរសមីករបនា�  ( )1T និង( )2T  ។ 

 ខ)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ B  និង C  ។ 

 គ)គណនាៃផ�្រកឡាៃន្រតABC  ។ 

៦.គណន ( 3)f − និង (2)f រចួសង់ែខ្សេក ( )C និងបនា �ត( ) ( )1,d T និង( )2T ។ 

លហំត ទ់០៥ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ
23 10 6( )
3 1

x xf x
x
− +

=
−

  ែដល 1
3

x ≠   ។  

េគត( )C ជា្រកបតងអនុគ f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉( , , )O i j
→ →

 ។ 

១.ក)កំណត់បចីំនួនពិត ,a bនិងc េដីម្បីឲ្ ( )
3 1

cf x ax b
x

= + +
−

 ្រគប 1
3

x ≠ ។ 
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 ខ)គណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
1
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករអសុីមតូ 

     ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បនា( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C  

 រចួសិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្រ  2x ≠ −  េគបាន 
2

2
9 6 8'( )

(3 1)
x xf x

x
− −

=
−

  ។ 

 ខ)គូសតងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f  ។ 

៤.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   1 8,
3 3

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។ 

 ខ)ចូរសង់ែខ្សេក( )C  និងបនា �ត( )d ក�ុងត្រម�យរួមគា  

៥.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 2md y mx m= + +   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុចន  I របស់បនា �ត( )md  ។ 

 ខ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួរកសមីករនិងសង 

        បនា �ត់ប៉ះទំងេនាះចំេពះm  េទីបរកេឃញីខងេលី 

 គ)កំណត់ m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )md មានចំណុចរួមពីរេផ្សង  AនិងBជាមួ 

     នឹងែខ្សេក( )C  ។ 

 ឃ)គណនាកូអរេដេនៃនចំណ J កណា �លពីរចំណុ A  និង B  ជាអនុគមន 

     ៃន m  រចួរកសំណំុចំណុច J  កលm  ែ្រប្រប�លតៃម 

 ង)សរេសរទំនាក់ទំនងមិនអរស័យm  រវ 1x និង 2x  ជាអប់សុីសៃនចំណ  

        A  និង B   ។ 
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លហំត ទ់០៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ
2 6 9( )
2 3

x xf x
x
− +

=
−

  ែដល 3
2

x ≠   ។  

េគត( )C ជា្រកបតងអនុគ f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉( , , )O i j
→ →

 ។ 

១.ក)កំណត់បចីំនួនពិត ,a bនិងc េដីម្បីឲ្ ( )
2 3

cf x ax b
x

= + +
−

 ្រគប 3
2

x ≠ ។ 

 ខ)គណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
3
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករអសុីមតូ 

     ៃនែខ្សេក( )C  ។ 

២.កំណត់សមីករបនា�ត ( )d  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C រចួសិក្សោទីត 

    េធៀបរវងបនា� ( )d ជាមួយែខ្សេ( )C  ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្រ  3
2

x ≠  េគបាន 
2

2
2 6'( )
(2 3)

x xf x
x
−

=
−

  ។ 

 ខ)គូសតរងអេថរភាពៃនអនុគម f  ។ 

៤.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   3 3,
2 2

I  − 
 

 ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេក( )C  ។ 

 ខ)ចូរសង់ែខ្សេក( )C  និងបនា �ត( )d ក�ុងត្រម�យរួមគា  

៥.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) :md y m=   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)កំណត់ m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )md មានចំណុចរួមពីរេផ្សង  AនិងBជាមួ 

     នឹងែខ្សេក( )C  ។ 

 ខ)កំណត់តៃម� m  េដីម្បីឲ 4AB =  ។ 
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លំហាត់ទ៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 9 14

5
x xf x

x
− +

=
−

   ែដល 5x ≠  ។ 

តង( )C ជា្រក f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 5x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 64
5

f x x
x

= − −
−

  ។ 

   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូ 

    ៃន្រក ( )C  ។ 

២.ចូរ្រស�� ក់ថាបនា� ( ) : 4d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 5x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
( 5) 6'( )

( 5)
xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 បង�ញថ  f  ជាអនុគមន៍េកីនជានិច�រគូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំ   ( )5,1I ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សង( )C  ។ 

 ខ)ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត( )d ។ 

៥.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 7md y mx m= − −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំណុចន K របស់បនា �ត( )md  ។ 

 ខ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )md ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួរកសមីករនិងសង 

        បនា �ត់ប៉ះទំងេនាះចំេពះm  េទីបរកេឃញីខងេលី 

 គ)កំណត់ m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )md មានចំណុចរួមពីរេផ្សង  AនិងBជាមួ 

     នឹងែខ្សេក( )C  ។ 
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 ឃ)គណនាកូអរេដេនៃនចំណ J កណា �លពីរចំណុ A  និង B  ជាអនុគមន 

     ៃន m  រចួរកសំណំុចំណុច J  កលm  ែ្រប្រប�លតៃម 

 ង)សរេសរទំនាក់ទំនងមិនអរស័ងm  រវ 1x និង 2x  ជាអប់សុីសៃនចំណ  

        A  និង B   ។ 

លំហាត់ទ៨ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 7 6

2
x xf x

x
− +

=
−

  ែដល 2x ≠   ។ 

១.ចូរសិក្សោអេថរភាពៃនអនុគ f រចួគូស្រក( )C តងអនុគមន f ក�ុងត្រម� 

   អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 ។ 

២.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 6 1m y mx m∆ = − −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉្   

 ចូរបង�ញថាេទះ m  ែ្រប្រប�លតៃម�យា៉ ងណាក៏េដយ  ( )m∆  នីមួយៗ 

 សុទ�ែតកត់តមចំណុចន K មួយជានិច�ែដលេគនងប�� ក់កូអរេដេន  

៣.ចូរកំណត់តៃម�mតងេដ 0m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 ែតមួយចំណុចគត់ រចួសង់បនា �ត( )m∆ ចេំពះ 0m m=  ។ 

៤.ចំេព 0m m≠  ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C បា 

 ពីរចំណុចេផ្សងគា M  និង N  ជានិច� 

៥.ចូរ្រសយប ក់ថាបនា�ត់ែដលភ  ា�ប់ពីចំ M  និង N េទចំណុច  ( )1,0A   

 ជាបនា�ត់ពីរែកងនឹងគា�ជានិច�្រគប់   0m m≠  ។ 
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លំហាត់ទ៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 3

1
x xf x

x
−

=
−

  ែដល 1x ≠   ។ 

១.ចូរសិក្សោអេថរភាពៃនអនុគ f រចួគូស្រក( )C តងអនុគមន f ក�ុងត្រម� 

   អរតូនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 ។ 

២.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 3 1m y mx m∆ = − −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉្   

 ចូរបង�ញថាេទះ m  ែ្រប្រប�លតៃម�យា៉ ងណាក៏េដយ  ( )m∆  នីមួយៗ 

 សុទ�ែតកត់តមចំណុចន K មួយជានិច�ែដលេគនឹងប� �ក់កូអរេដេន 

៣.ចូរកំណត់តៃម�mតងេដ 0m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C  

 ែតមួយចំណុចគត់ រចួសង់បនា �ត( )m∆ ចេំពះ 0m m=  ។ 

៤.ចំេព 0m m≠  ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( )m∆ ្របសព�ជាមួយែខ្ស( )C បា 

 ពីរចំណុចេផ្សងគា M  និង N  ជានិច។ 

៥.សរេសរទំនាក់ទំនងគ ាm រវ 1x និង 2x ជាអប់សុីសៃនចំណ M  និង N ។ 

៦.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន ( )OM  និង ( )ON ជាបនា�ត់ពីរែកងនឹងគា�ជា   

    ្រគប់តៃម� 0m m≠  ។ 

លំហាត់ទ១០ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2 4

3
x xf x
x
−

=
−

   ែដល 3x ≠  ។ 

តង( )C ជា្បៃន f  ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ , ,o i j
→ → 

 
 

។ 

១.ចំេពះ្រគប 3x ≠  ចូរ្រសយ ( ) 31
3

f x x
x

= − −
−

  ។ 
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   គណនា ( )lim
x

f x
→∞

 និង ( )
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករៃសុីមតូតឈរ 

    ៃន្រក ( )C  ។ 

២.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 1d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្ស( )C   

 កលx →∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្េកង( )C  ។ 

៣.ចំេពះ្រគប់ចំនួនពិ 2x ≠   ចូរ្រសយប��ក់
2

2
( 3) 3'( )

( 3)
xf x

x
− +

=
−

 ។ 

 បង�ញថ  f  ជាអនុគមន៍ចុះជានិច�រគូសតរងអេថរភាពៃនអនុគ f  ។ 

៤.ចូរ្រសថាចំណុច  ( )3,2I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C រចួសង់ែខ្សេក ( )C ។ 

៥.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 4m y mx∆ = −   ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)ចូរបង�ញថាបន  ា( )m∆ កត់តមចំណុចន M មួយ្រគប់តៃមm។ 

 ខ)កំណត់តៃម�m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួកំណត់សមីក 

     ៃនបនា �ត់ប៉ះទងេនាះនិងសង់វក�ុងត្រម�យរួមគា�ជាមួយែ ( )C ។ 

 គ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់ែខ្សេ ( )C ែតមួយចំណុចគត់រចួ 

        សង់បនា �ត( )m∆  ចំេពះតៃម�m  ែដលេទីបរកេឃញី។ 

 ឃ)កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់ែខ្សេ( )C បានពីរចំណុចេផ្សង   

 A  និង B  រចួសរេសរទំនាក់ទំនងមិនអរស័យនm  រវងអប់សុ 'x និង ''x   

 ៃនចំណុចA  និងB  ។  
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លំហាត់ទ១១ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2

2
3 8

6
x xf x
x x
− −

=
+ −

  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនុគមន f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនលីមីត ( ) ( )
3

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
2

lim
x

f x
→

រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក)ចូរ្រសយប��ក់ថា្  ( )
2

2 2
(2 1) 25: '
( 6)f

xx D f x
x x
+ +

∈ =
+ −

 ។ 

 ខ)បង�ញ  fជាអនុមន៍េកីនជានិច�េលីែដនកំណត់របស់វ 

 គ)គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគគូសបនា �ត( ) 3:
2

d y x= +  កត់ែខ្សេ ( )C ្រតង់បីចំណុ  ,A Bនិង I  ។ 

 ក)គណនាកូអរេដេនៃនចំ ច ,A B  និង I  ែដល I  េនចេនា A  និង B  ។ 

 ខ)ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រ( )C ។ 

 គ)ចូរ្រសយថា បនា�ត់ប៉ះែខ( )C ្រតង់ចំណុ A និងBជាបនា�ត់្រសប   

៥.សង់ែខ្សេក( )C រចួគណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ ័ណ�( )C និងអ័ក្ស( )ox   

 និងបនា �ត់ឈរពីរ 2x = −  និង 1x =  ។ 
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លំហាត់ទ១២ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2

2
1

4 3
x xf x

x x
+ +

=
+ +

  ។ េគតង( )C  ជាែខ្សេ 

តងអនគមន៍ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→−

រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង�ញថ  ( )
2

2 2
3 2 5'

( 4 3)
x xf x

x x
+ −

=
+ +

  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគឲ្យចំណុច  ( )2, 4A − −  ។្រស ( )∈A C  រចួសរេសរសមីករបនា�  ( )T  

   ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច A   ។ 

៥.េ្រកពីចំណ Aបនា �ត( )T ្របសព�ែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ B េផ្សងេទៀត 

 ក.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ B។ 

 ខ.សរេសរសមីករបនា�  ( )'T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតង់ចំណុ B។ 

៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C  និងបនា �ត់ប៉ះ( )T  និង( )'T  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

លំហាត់ទ១៣ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2

2
2 6 9

2 3
x xf x
x x

− −
=

− −
  ។  

េគតង( )C  ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  
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១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.គណនាលីមីត ( ) ( )
1

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
3

lim
x

f x
→

រចួទប�� ក់នូវសមីក 

 អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង�ញថ  ( )
2

2 2
2 6'

( 2 3)
x xf x

x x
+

=
− −

  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.េគតងA  ជាចំណុច្របសព�រវងែខ្ ( )C ជាមួយអសុីមតូតេដករបស់ 

 សរេសរសមីករបនា� ( )T ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច A   ។ 

៥. ចូរសង់ែខ្សេក( )C  និងបនា �ត់ប៉ះ( )T  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

៦.េដយេ្របីែខ្ស( )C ចូរពិភាក្សោេទតmនូវអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប 

 ៃនសមីករខងេ្រកមេធៀបនឹងពីរចំនួន 1α = −  និង 3β =  ។ 

 2( 2) 2( 3) 3 9 0m x m x m− − − − + =  ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

លំហាត់ទ១៤ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
2

2
8 11
6 9

x xf x
x x
− +

=
− +

  ។ េគតង( )C  

ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.រកលីមីត ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់នូវសមីករអសុីមតូត 

និងសមីករអសុីមតូតឈរៃន្( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង�ញថ  ( ) 3
2( 1)'
( 3)

xf x
x

+
=

−
  ។ 
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   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.ែខ្សេក( )C កត់អ័ក( )ox ្រតង់ពីរចំណុ AនិងB  និងកត់អ័ក( )oy ្រតងC។ 

 ក.គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  ,A B   និង C   

 ខ.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( ) ( )1 2,T T និង ( )3T  ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C េរៀងគា  

    ្រតង់ចំណុ  ,A BនិងC   ។ 

៥.ចូរសង់ែខ្សេក( )C  និងបនា �ត់ប៉ះ( ) ( )1 2,T T  និង ( )3T  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

លំហាត់ទ១៥ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 3 3
2

x xf x
x

2 − +
=

−
  

មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j
 

 ។ 

១.ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
2

lim
x

f x
→

 ។ 

ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតឈរមួយរបស់( )C  ។ 

២.ចូរកំណត់បីចំនួនពិត ,A B  និង C  េដយដឹថា ( ) 2
Cf x Ax B

x
= + +

−
  

ចំេពះ្រគ 2x ≠   

 រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូតេ្រទតមួយរបស( )C  ។ 

៣.ចូរ្រសយប��ក់  ( )
( )

( )( )
( )

2

2 2

1 34 3'
2 2

x xx xf x
x x

− −− +
= =

− −
  ្រគប់ 2x ≠  ។ 

៤.ចូរគូសតរងស ��ៃ '( )f x  រចួទញប� �ក់តៃម�បរមាេធៀបៃនអនុគម f  ។  

    គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៥.្រសថាចំណុច្របសព�រវងអសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រទតៃន ( )C   
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 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រកបស់វ 

៦.គណនាតៃម� ( )0f  និង ( )4f  រចួគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូរបស់វ 

៧.េដយេ្របី្( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងស��ៃនប� សរបស់សមីករដឺេ្រកទី 

 ( ) 2: ( 3) 2 3 0E x m x m− + + + =   ែដល m∈  ជាបា៉រ៉ែម៉   

លំហាត់ទ១៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 5 7
3

x xf x
x

2 − +
=

−
  ែដល 3x ≠  មាន្រ 

តំណា( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j
 

 ។ 

១.ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 និង ( )
3

lim
x

f x
→

 ។ 

ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតឈរមួយរបស់( )C  ។ 

២.ចូរកំណត់បីចំនួនពិត ,A B  និង C  េដយដឹងថ ( ) 3
Cf x Ax B

x
= + +

−
  

ចំេពះ្រគ 3x ≠  រចួទញប� �ក់សមីករៃនអសុីមតូតេ្រទតមួយរបស( )C  ។ 

៣.ចូរ្រសយប��ក់  ( )
( )

( )( )
( )

2

2 2

2 46 8'
3 3

x xx xf x
x x

− −− +
= =

− −
  ្រគប់ 2x ≠  ។ 

៤.ចូរគូសតរងស ��ៃ '( )f x  រចួទញប� �ក់តៃម�បរមាេធៀបៃនអនុគម f  ។  

    គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៥.្រសថាចំណុច្របសព�រវងអសុីមតូតឈរនិងអសុីមតូតេ្រទតៃន ( )C   
 ជាផ�ិតឆ�ុះៃន្រកបរបស 
៦.គណនាតៃម� ( )0f  និង ( )4f  រចួគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូរបស់វ 
៧.េដយេ្របី្( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងស��ៃនប� សរបស់សមីករដឺេពីរ ៖ 
 ( ) 2: ( 5) 3 7 0E x m x m− + + + =   ែដល m∈  ជាបា៉រ៉ែម៉   
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លំហាត់ទ១៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េលី   េដយ៖ 

( )
2

2
3 2 2

2 2
x xf x
x x

− +
=

− +
មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រមយ( ), ,o i j

 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 ។     

   ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកមួយរបស់( )C  ។ 

២.គណនាេដរីេ  '( )f x និងគូសតរងស �� '( )f x  រចួទញរតៃម�អតិបរមាេធៀ 

 និងតៃម�អប្បបរមាេធៀបៃនអនុគម f  ។គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៣.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  Iជា្របសព�រវងអសុីមតូតេដកនិងែខ( )C  ។   

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។   

៥.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច  I  ។ 

៦.គណនាតៃម� ( )1f −  និង ( )3f  រចួគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតេដ។ 

៧.េដយេ្របី្( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងស��ៃនប� សរបស់សមីករដឺេ្រកទី 

 ( ) 2: ( 3) 2( 1) 2 2 0E m x m x m− − − + − =   ែដល m∈  ជាបា៉រ៉ែម៉   

លំហាត់ទ១៨ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់េដ៖ 

 ( )
2

2
4 12 12

4 5
x xf x
x x
− +

=
− +

 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j
 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

 ។  

 ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកមួយរបស់( )C  ។ 
២.រកេដរេីវ '( )f x និងគូសតរងស �� '( )f x  រចួទញប� �ក់តៃម�អតិបរមាេធ 
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 និងតៃម�អប្បបរមាេបៃនអនុគមន៍ f  ។គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៣.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ  Iជា្របសព�រវងអសុីមតូតេដែខ្សេក( )C  ។   

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃនែខ្សេ( )C  ។   

៥.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច  I  ។ 

៦.គណនាតៃម� ( )1f −  និង ( )4f  រចួគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតេដ។ 

៧.េដយេ្របី្ ( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងស��ៃនប� សរបស់សមីករដឺេ្រកទី 

 ( ) 2: ( 3) 2( 1) 2 2 0E m x m x m− − − + − =   ែដល m∈  ជាបា៉រ៉ែម៉   

លំហាត់ទ១៩ 

េគឲ្យអនគមន៍ f កំណត់េដយ៖ 

( )
2

2
2 8 10

2 1
x xf x
x x

− +
=

− +
 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j

 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( )
1

lim
x

f x
→

  ។  

ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈររប( )C  ។ 

២.គណនាេដរីេវ  '( )f x  និងគូស តរងអេថរភាព f  ។ 

៣.គណនាកូអរេដេនៃនចំណុចរប  I របស់ែខ្េក( )C  ។   

៤.រកកូអរេដេនៃនចំណុ Jជា្របសព�រវងអសុីមតូតេដែខ្សេក( )C  ។   

៥.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច J  ។ 

៦.ចូរគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតេដករបស់វ 

៧.េដយេ្របី្ ( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងស��ៃនប� សរបស់សមីករដឺេ្រកទី 

 ( ) 2: ( 2) 2( 4) 10 0E m x m x m− − − + − =   ែដល m∈  ជបា៉រ៉ែម៉្   
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លំហាត់ទ២០ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់េដ៖ 

 ( )
2

2
8 8
4 4

x xf x
x x

− +
=

− +
 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j

 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( )
2

lim
x

f x
→

  ។  

ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈររប( )C  ។ 
២.គណនាេដរីេវ  '( )f x  និងគូស តរងអេថរភាព f  ។ 
៣.គណនាកូអរេដេនៃនចំណុចរប  I របស់ែខ្សេក( )C  ។   
៤.រកកូអរេដេនៃនចំណុ Jជា្របសព�រវងអសុីមតូតេដែខ្សេក( )C  ។   
៥.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច J  ។ 
៦.ចូរគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតេដករបស់វ 
៧.េដយេ្របី្ ( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងស��ៃនប� សរបស់សមីករដឺេ្រកទី 
 ( ) 2: ( 1) 4( 2) 4 8 0E m x m x m− − − + − =   ែដល m∈  ជាបា៉រ៉ែម៉   

លំហាត់ទ២១ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់េដ៖ 

 ( ) 2
2 2

2 3
xf x

x x
+

=
+ −

 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j
 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃន f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( ) ( )
3 1

lim , lim
x x

f x f x
→− →

  ។  

ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈររប( )C  ។ 
២.គណនាេដរីេវ  '( )f x  ទញ f  ជាអនុគមន៍ចុះេលីែដនកំត់។ 
គូសតរងអេថរភាព f  ។ 
៣.គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  I  ជា្របសព�រែខ្សេក( )C និងអ័ក្( )'x ox  
រចួសរេសរសមីករបនា� ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច  I  ។។   



  េមេរៀនទី៤               ែខ្សេកាងអនុគមន៍សន�ទាន                  ស្រមាប់ថា�ក១២ 
 

 
 

អ�កេរៀបេរៀង  ល�ម ផល�ុន                                                                                           Page 195 
 

៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃែខ្សេក( )C  ។   
៥.ចូរគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតទំងអស់របស់ 
៦.េដយេ្របី្( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប�សរបស់សមីករដឺេ្រកទ 
 ( ) 2: 2( 1) 3 2 0E mx m x m+ − − − =  េធៀបនឹងពីចំនួន 3−  និង 1 ។ 

លំហាត់ទ២២ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់េដ៖ 

 ( ) 2
2 4

4 3
xf x

x x
−

=
− +

 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j
 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃន f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( ) ( )
1 3

lim , lim
x x

f x f x
→ →

  ។  

ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកនិងសមីករមតូតឈររបស់្រក( )C  ។ 
២.គណនាេដរីេវ  '( )f x  ទញ f  ជាអនុគមន៍ចុះេលីែដនកំណត់ 
   គូស តរងអេថរភាព f  ។ 
៣.គណនាកូអរេដេនៃនចំណុ  I  ជា្របសពវែខ្សេក( )C និងអ័ក្( )'x ox   
 រចួសរេសរសមីករបនា�  ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច  I  ។   
៤.ចូរ្រសយប��ក់ថាចំណ   I  ជាផ�ិតឆ�ុះៃែខ្សេក( )C  ។   
៥.ចូរគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតទំងអស់របស់ 
៦.េដយេ្របី្( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប�សរបស់សមីករដឺេ្រកទ 
 ( ) 2: 2(2 1) 3 4 0E mx m x m− + + + =  េធៀបនឹងពីចំនួន1 និង 3 ។ 

លំហាត់ទ២៣ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់េដយ៖ 

( )
2

2
2 7

2
x xf x
x x

− −
=

− −
 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j

 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃន f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( ) ( )
1 2

lim , lim
x x

f x f x
→− →

  ។  
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ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈររប( )C  ។ 

២.គណនាេដរីេវ  '( )f x  រចួគូស តរងអេថរភាព f  ។ 

៣.សិក្សោទីតំងេធៀបរវងែខ( )C ជាមួយនឹងអសុីមតូតេដករបស់ 

៤.រកសមីករបនា� ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច  I  ែដលជា្របស 

   រវងែខ្សេ ( )C ជាមួយនឹងអសុីមតូតេដករបស់ 

៥.រកកូអរេដេនៃនចំណុ J មួយេទៀតែដលជា្របសព�រ( )T និង( )C ។   

៦.ចូរគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតទំងអសបស់វ 

៧.េដយេ្របី្( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប�សរបស់សមីករដឺេ្រកទ 

 ( ) 2: ( 2) ( 1) 2 7 0E m x m x m− − − − + =  េធៀបនឹងពីចំនួន 1−  និង 2  ។ 

លំហាត់ទ២៤ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់េដយ៖ 

2

2
2 11( )
5 4

x xf x
x x
− −

=
− +

 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j
 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃន f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( ) ( )
1 4

lim , lim
x x

f x f x
→ →

  ។  

ទញប� �ក់សមីកសីុមតូតេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈររបស់្( )C  ។ 

២.គណនាេដរីេវ  '( )f x  រចួគូស តរងអេថរភាព f  ។ 

៣.សិក្សោទីតំងេធៀបរវងែខ( )C ជាមួយនឹងអសុីមតូតេដករបស់ 

៤.រកសមីករនា �ត( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច  I  ែដលជា្របស 
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 រវងែខ្សេ( )C ជាមួយនឹងអសុីមតូតេដករបស់ 

៥.រកកូអរេដេនៃនចំណុ J មួយេទៀតែដលជា្សព�រវ( )T និងែខ្សេក( )C ។   

៦.ចូរគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតទំងអស់របស់ 

៧.េដយេ្របី្ ( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប�សរបស់សមីករដឺេ្រកទ 

 2( 1) (5 2) 4 11 0m x m x m− − − + + =  េធៀបនឹងពីចំនួន 1 និង 4  ។ 

លំហាត់ទ២៥ 

េគឲ្យអនុគមន f កំណត់េដយ៖ 

2

2
2 11( )

2
x xf x
x x
+ −

=
− −

 មាន្រកបត( )C ក�ុងត្រម�( ), ,o i j
 

  

១.ចូររកែដនកំណត់ៃន f  រចួគណនា ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( ) ( )
1 2

lim , lim
x x

f x f x
→− →

  ។  

ទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈររប( )C  ។ 
២.គណនាេដរីេវ  '( )f x  រចួគូស តរងអេថរភាព f  ។ 
៣.សិក្សោទីតំងេធៀបរវងែខ( )C ជាមួយនឹងអសុីមតូតេដករបស់ 
៤.សរេសរសមីករបនា�  ( )T  ែដលប៉ះនឹងែខ្សេក( )C  ្រតង់ចំណុច  I  ែដលជ 
 ្របសព�រវងែខ្ស( )C ជាមួយនឹងអសុីមតូតេដករបស់ 
៥.គណនាកូអរេដេនៃនចំណ J មួយេទៀតែដលជា្របសព�រ( )T និង( )C ។   
៦.ចូរគូសែខ្សេក( )C និងអសុីមតូតទំងអស់របស់ 

៧.េដយេ្របី្ ( )C  ចូរសិក្សោអត�ិភាពនិងទីតំងៃនប�សរបស់សមីករដឺេ្រកទ 

 ( ) 2: ( 1) ( 2) 2 11 0E m x m x m− − + − + =  េធៀបនឹងពីចំនួន 1−  និង 2  ។ 
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លំហាត់ទ២៦ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
41

( 2)
f x x

x
= + −

−
  ។ េគតង( )C  

ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍ f  ។ 

២.រក  ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតឈ( )C ។ 

៣.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 1d y x= +  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C   

 រចួប�� ក់ទីតំងេធៀបរវងបន ា( )d និងែខ្សេក( )C ។ 

៤.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង�ញថ  ( )
2

3
( 6 12)'

( 2)
x x xf x

x
− +

=
−

  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៥.ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )T ប៉ះែខ្សេក( )C ្រតង់ 4x =  ។ 
៦.ចូរសង់ែខ្សេក( )C និងបនា �ត់ពីរ( )d  និង ( )T ក�ុងត្រម�យរួមគា�  
៧.គណនាៃផ�្រ ( )S λ  ៃនែផ�កប�ង់ខ័ណ� េដយែខ្សេ ( )C បនា �ត( )d និង 

    បនា �ត់ឈរពីរ
5 ,
2

x x λ= =  ែដល 5
2

λ >  ។ ទញរក ( )lim S
l

l
→+∞

  ។ 

លំហាត់ទ២៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( ) 2
3 103

6 9
xf x x

x x
−

= − +
− +

  ។  

េគតង( )C  ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

២.រកលីមីត ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( )
3

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់នូវសមីករអសុីមតូ 
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    ៃន្រក ( )C ។ 

៣.ចូរ្រសយប��ក់ថ ា បន( ) : 3d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C   

 កលណx → ±∞  ។ សិក្សោទីតំងេធៀបរវងប ( )d និងែខ្សេក( )C  ។ 

ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង�ញថ  ( )
2

3
( 1)( 4)'

( 3)
x xf x

x
− −

=
−

  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

៤.តA  ជាចំណុច្របសព�រវងែខ្ ( )C ជាមួយអ័ក្សអរេដ( )oy  ។ 

 ចូរសរេសរសមីករបនា�  ( )T ប៉ះេទនឹងែខ្សេ( )C ្រតងA។ 

៥.ចូរសង់ែខ្សេក( )C បនា �ត( )d និងបនា �ត់ប៉ះ( )T  ក�ុងត្រម�យរួមគា  

៦.េដយេ្របីែខ្ស( )C ចូរកំណត់តៃម�របស់m េដីម្បឲ្យសមីករខងេ្រ 

     2
3 103 4

6 9
xx x m

x x
−

− + = − +
− +

  (m  ជាបា៉រ៉ែម៉   

 ក)មានប�សែតមួយគត់ជាចំនួនពិត 

 ខ)មានប�សបីេផ្សងគា�ជាចំនួនព  

លំហាត់ទ២៨ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
3 2

3 2
3 7 8 16

2 4 8
x x xf x
x x x

− − +
=

− − +
  ។ េគតង( )C  

ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  

១.រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍ f  ។ 

២.រកលីមីត ( ) ( )
2

lim , lim
x x

f x f x
→±∞ →−

និង ( )
2

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់នូវសមីក 

    អសុីមតូរេដកនិងសមីករអសុីមតូតឈរៃន( )C ។ 
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៣.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង�ញថ  ( )
2

3 2
( 6 24)'

( 2) ( 2)
x x xf x
x x

− +
=

− +
  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។  ចូរសង់្រក( )C  ។ 

៤.ក)កំណត់បចីំនួនពិត ,a b   និង c   េដីម្បីឲ្យអនុគម fអចសរេសរេទ 

       2( ) 3
2 2 ( 2)

a b cf x
x x x

= + + +
+ − −

 ចំេពះ្រគប 2x ≠ −  និង 2x ≠   ។ 

   ខ)គណនាៃផ�្រកឡាៃនែផ�កប�ង់ខ ័ណ�េដយែខ( )C  អសុីមតូតេដករបស់ 

       និងបនា �ត់ឈរ 3x =  និង 6x =   ។ 

៥.េគឲ្យសមីក( ) 3 2: ( 2) (2 5) 4( 1) 8 8 0E m x m x m x m− + − − − − + =   

 ែដល m  ជាបា៉រ៉ែម៉្   

 ក)េដយេ្របីែខ្ស ( )C កំណត់m េដីម្បីឲ្យសមី( )E មានប�សបីេផ្សងគ  

 ខ)កំណត់ ( ) 3 3 3
1 2 3S m x x x= + +  ែដល 1 2 3, ,x x x ជាបសៃនសមីក( )E  

លំហាត់ទ២៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
3 2

2
6 9

2 1
x x xf x

x x
− +

=
− +

  ែដល 1x ≠  ។ 

េគតង( )C  ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតនរមា៉ល់ ( , , )O i j
→ →

 ។  

១.ចូរ្រសយប��ក  1x∀ ≠ េគបាន 2
4( ) 4

( 1)
f x x

x
= − +

−
 ។ 

 រក  ( )lim
x

f x
→±∞

និង ( )
1

lim
x

f x
→

 រចួទញប� �ក់សមីករអសុីមតូតឈ( )C ។ 

២.ចូរ្រសយប ក់ថាបនា� ( ) : 4d y x= −  ជាអសុីមតូតេ្រទតៃនែខ្( )C   
 រចួប�� ក់ទីតំងេធៀបរវងបន ា( )d និងែខ្សេក( )C ។ 

៣.ក.ចំេពះ្រគ 1x ≠  បង�ញថ  ( )
2

3
( 3)( 3)'

( 1)
x xf x

x
− +

=
−

  ។ 
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   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

   គ.ចូរសង់ែខ្សេក ( )C និងបនា �ត( )d ក�ុងត្រម�យរួមគា�  

៤.េគពិនិត្យបនា�ត ( ) : 2 2m y mx m∆ = − +   ែដល m  ជបា៉រ៉ែម៉្រ   

 ក.ចូរបង�ញថាបន  ា( )m∆ នីមួយៗសុទ�ែតកត់តមចំណុចន  I  មួយែដលេគ 

       និងប�� ក់កូអរេដេន ។ េផ��ងផា�ត់  ( )I C∈  ។ 

 ខ.ចូរកំណត់ m  េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ ប៉ះនឹងែខ្សេក( )C រចួសង់បនា �ត់ប៉ះទ 

       េនាះែដល្រត�វនឹងតៃm  េទីបរកេឃញី។ 

 គ.កំណត់តៃម�m េដីម្បីឲ្យបន ា( )m∆ កត់ែខ្សេ( )C បានពីរចំណុ AនិងB   

    េផ្សងពីចំណុច  I   ។  

 ឃ.េតីមានតៃមm ែដលេធ�ីឲ្យអប់សុីសៃនបីចំណុ  , ,A I B  បេង�ីតបានជាស�ុ  

         នព�ន�មួយឬេទ ? 

 ង.េតីមានតៃមm ែដលេធ�ីឲ្យអប់សុីសៃនបីចំណុ  , ,A I B  បេង�ីតបានជាស�ុ  

         ធរណីមា្រតមួយឬេទ 

លំហាត់ទ៣០ 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កំណត់េដយ ( )
3 2

3 2
6 9

6 9 4
x x xf x

x x x
− +

=
− + −

  ។ 

េគតង ( )C  ជាែខ្សេកងតងអនុ f ក�ុងត្រម�យអរតូនរម ា៉ល( , , )O i j
→ →

 ។  
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១.ក)រកែដនកំណត់ fD ៃនអនុគមន៍  f  ។ 

   ខ)្រគប fx D∈  ចូរ្រយថា 2
4( ) 1

( 1) ( 4)
f x

x x
= +

− −
  

   គ)រក  ( )
1

lim ,lim ( )
x x

f x f x
→±∞ →

និង ( )
4

lim
x

f x
→

 រចួទញរកសមីករអសុីមតូ 

    និងសមីករអសុីមតូតេដកៃនែខ្សេ( )C ។ 

២.ក.ចំេពះ្រគ fx D∈  បង�ញថ  ( ) 3 2
12( 3)'

( 1) ( 4)
xf x

x x
−

= −
− −

  ។ 

   ខ.គូសតរងអេថរភាព f  ។ 

   គ.ចូរសង់ែខ្សេក ( )C ។ 

៣.េដយេ្របីែខ្សេ( )C  ចូរសង់ែខ្សេក( )'C  តងអនុគមន gកំណត់េដ 

    
3 2

3 2
6 9( )

6 9 4
x x xg x

x x x
+ +

=
+ + +

  ។ 

៤.េដយេ្របី្ ( )'C  ចូរេដះ្រសយនិងពិភាក្សោនូវអត�ិភាពៃនប� 

     
3 2

3 2
6 9

6 9 4
x x x k

x x x
+ +

=
+ + +

  ែដល k  ជាប៉រ៉ែម៉្រ  
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